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QUAESTIONEM MATHEMATICAM. 



PRAEFATIO. 

J?riusquam hanc commentationem judido vestro, vixi claruumi! submissurus sim, 
breviter indicarc liceat , quaenam ait racio , quam, in ea conscribenda , secutus sum; ut 
vtdcatia, in quantum coosilio aattsfed, atque ut ipee, quantum decet, me defendam in 
iia, quibus a quaestJonis indole decawisac vidcrerr 

In quaestione posita prfanum postulatur, Theoriarn de maximis et minimis explicare ; 
ea autem ezplicam , varia adjicere exempla , quibus illustretur. 

Quod ad theoriam de maximis et minimis , eam praecipue versari intelligo in indaga- 
tione valorum maximorum et roinimonun , quos functio quaevis acquirere potest. — Haec 
autcm indagatio, quamquam in omni functionum genere iisdem nhatur fundamentis, ta* 
men in omnibus, iiadem non efficitur regulia. Omnea enim functiones, quae habent 
formam deiinitam, ut functJonea Algebraicae et tnuucendentales , cadem tractantur me« 
thodo , cura earum maximi aut mmimi valores detegendi sunt. Haec autem Mcthodus , 
divera est ab ea, qua inveniuntur maxima et minima functionum indcfinitarum , ut fuuc- 
tiones integralea, quae gaudent forma, genenli quidem, sed indeflnirl. — Eaque rae- 
thodi diversitas posita est in differentia naturae calculorum , dbibus ad scopum perveni- 
mus } cum prima methodus eRiciatur ope calculi differentiilis , altera autem calculo varia- 
tionum instituatur. 

Ratio igitur, quam secutus sum, prorsus analyttca est , et ipsa comraentatio, eam ob 
causatn , divisa cat in duas partcs praecipuas ; cum prima contineat tbcoriam de maximis 
et minimis functiottum definitarum ; altera autem ad maxima minimaque functiomm indifi. 
nitarum referatur, 

Verum cnim vero , cum maximorum et minimorum thcoria functionum algebraicarum 
ac transcendentalium , vulgo nuncnpctur nomine, Tkeoriae de maximisrt minimis, incer. 

A a tum 
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tum tnihi fuit, otrum expositid maxtaorom et flnnimorum alterius. getieris functionum, 
quacstione postulctur, nfec nc? Hanc igtrur partem omittere non rfotui, quippe, st 
quaeratur, quaestioni non satisfacio, cum omittam: et quamquam, si non postutetur, 
haec pars sit supcrvacua , tamen lioc adeo vituperecur, ut cam ob causam mea commen» 
tatio (ceteris paribus) aliis postponatur, non est quod credcre ausim. 

Quod autcm ad hujus partis naturam, ardua sane ct diflkilis mihi fuit ejus expositio. 
Pauca tantum de hac materia dixi: etcnim ipsius abstracta ratio, ejusmodiest, quae a 
me, ingcnio haud praestanti, ab omni parte nondum est intellccta aut perspccu: dein- 
de, ne nimis Ionga sit commentatio , brevis essedebui: et, etiamsi nulla re impedircr, 
tamen , omnia quae dicenda suut , proferre certo non potcram , quoniam ob materiae 
novitatem et magnitudinem , ca quae conscripta inveniuutur, omni perspicuitate , (ut 
mihi saltem videtur) nondum sunt cxposita, atque in multis, multa etiam desiderantur. 

Quod ad expositionem theoriac de maximis ct minimis functionum definitarum, in hac, 
si quaedam omiseriro, profctto haud multa esse credo;«pcrspic«itatis rationcm, ut plu- 
liroum habui, quin etiam sperare possim, fore ut non prorsus displiceat. Nam. arga- 
menti intellectus admodum diflkilu non fuit ; quod defuit ex ceieberrimorum Mathcma- 
ticorum scriptismihi suppeditabatur: iltique optimi fuerunt ductores. 

Haud facilis autem erat Theoriae illustratio ; non quidem rcgularum applicatio erat dtflf. 
cllis, sed exemplorum electio : namque* ad divexsoa casus illustrandos, atque ad dnbia 
levanda, taha exempla, quibus id optime cflicitur, statim in promptu non sunt. Exem- 
pla, quae adtuli, omnia fere ex figurarum gcometricarum pioprietatum copia dcsumta 
sunt, atque, si ista electione lapsus sum, non est quod mkor. Etenim cum theohae 
illustratio desideretur in variis exemplis, perspicuum est, istam illustrationem meliorem 
esse, qua theoriae usus non modo monstratur in ipsa Mathesi, sed praecipue etiam in 
talibus scientiis , quibus ilia ad hominum commoda atque ad omnes res utiles appHcatur. 
Opus igitur est, ut breviter causas ponam, ob quas, talia exempla inprimis non elegi. 

Tenendum autem omnino est , theoriae illustrationcm versari in ejus applicatione ad dr* 
versas functiones , variosque casus pendere a variis functiouum formis. 

IIoc posito', exempla, ex scientiis Pkysico- Matktmatidt desumt» , omisi, quoniam 
praacipua, eaque notissrfna, quamvis facillima ratione solvuntur, ad easdera simplices 
functiooua formas diKunt , ideoque eidem casui subjecta sunt , qui casus , ob fuactio» 
num formas simpliccs , vel maxime generalis est ( i ). 

Dcinde adsunt Problemata h> quibus theoria de maximis et mrntmis, polchro quidem 
modo illustratur, quae autem, qaod ad principia quibus ad functionem pervenire opor* 

te», 

(t ) Praeclpua isciustnodl exetnpta inveniunturii» opere quodam, qnod inscrtblturC;&//# Dift* 
rvitialis et Intt&ralis inuitutie auctote Makone, Viodobooae ij62* 
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tet, aut difficiiiora sunt , aut ob varias circumstantias, quibus adstringuntur, longiora, 
quam ut rite tanquam cxempla inserviant: hujus gcncris cst problema, in quo agitur de 
solido minimae resistentiae , scilicet de sotido , quod , fluido immersum , talem habeat 
superiiciem, quft in moru fflinimtt reslstentia afficitur , setj mlnhnam . amittit velocitt* 
tem (a). 

^Renique adfiunt «dam problemata quae ad tbeoriam illustrandam , iaservire quidejn 
possunt, scd quprum solutiones, ex aliis principiia, absque Tbeoriae regulis, facilius, 
et elegantius procedunt. Sic v. c. rogctur, si vires quamplures in sjstema quoddam ccrpo- 
rum t invariabili modo agant, invenire t quibusnam casibus harum yirium actiones prae- 
bcant maximam aut minimam yim vivam. 

In Mcchanica docetur* ho« loeiim haberc m aequilibrii positione (3), prouti centrum 
gravitatis, in situ infimo aut supremo inveuitur, idque 1. c. facile probatur; idem a*ntem 
■problcma, «i eonvenienter Tbeoriae de maximis et minimis, solvitur, magno' labort: atfc 
atiictum est. Talia autem exempla in variis Matheseos, tun> purae tum applicatae par* 
tibos, vet maxinre occurrunr. ^ , 

Atque hae sunt praccipue causae , ob quas exempla , ex Matheseos fonte porius hausf. 
Negare «oo possum , ea forttsse ex scfenttts Phjsko Mathmaticis desuai posse, sed ad 
ipsa coroponenda aut invehienda meae vires tenuiores sunt. 

Pluribus certo vitiis laborat comneatttionis-racio, sed ab hfe, ipse me defendcre nori 
possum. Praemii repomndr spes me hlcitavit ad tenundmn, quid vires in certamine 
valerent: in quo , is praemio ornanir, non qui perfecta , sed qui optttna diligentJae .spevi 
cimina praebuit: hahc ob cauaam etego in arcnam descendere poteratn, quoniam assiduus 
labor et firma voluntas, tantum saepe valent, qaantum optimae ingenii faeultatcs. 

Fretus igitnrvestrt indulgenti* V. V. C. C. meorum studiorum specimir» ad dijodi* 
candum vobia tradov 

■ * 
(a) Vid. Bezout Court dt ifalAtautiauet , Tom. V. p. 73« Stcne, Anatjst dts infiaimtntt 

pttits, strrant ae tuite aux infiniments pttits du Marevis dt THopital, ProbU X. pag. 146; Parii 

t73$. Scd imprimii conferri raerentur, JUcmrires dt Mathtmatisut tt dt Phjsique presenth a 

rAcai. Royal des tcicnttt , par dts savans etrangtrs , Tom. III. p. 638. 
( 3) Vid. III. Lagrange, Meeanique dnatyiqve, Tom. I. Secu III. j. V. p. 66 et 68. 
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SECTIO PRIMA. 

.( .'). i 

: THEORIA DE HAXtMIS ET MIKIMlS FURCTIONUM DB FlNI T A R tf M» 
SIVE ALOEBKAICARVM SIVB TRAHStfEWDENIALlBM. 

1 I.- .V '» . ! 

^ I N T R O D U C T I O, 

O- ' i- • ; :•. "» . .• ' . i : . :.# J. . f •, •■'.•■ 

mne Matheseot consilium in co vemtur , «|t nexus, qui adest inter omnes quan- 
tiutes ejusdcm generis, rite indagetur, et mcsui proponatur; id est, ut innotescat lex 
seu modus, quo hae quantitates a se invicem pendent. Lex ulia igitur monstrat, quid 
fiunt hae quantiuus , si illae mutantar. , 

Omnis autem quantitatis muuiio , ejusdem est tccretiQ vel diminntiot accreecente aut 
decrcsccnte igitur hac quantiute j accrescunt aut deerescunt , aut vke versa , alite quanti» 
tates, caque muutio fit secuadum kgcm, cul omnes , utpote inter se coonecue, obedire 
debent. Ex varia legis Uliu* coostitutioae , varia etisan erit isu muutio: sed quoquo 
podo fiat, duo praecipue muutionis gencra observaxi raerentur. 

Etenim , vel nullis limitibus circumscripu esse potest ; id est ad inlinitum augeri aut 
diuiinui.potest, vel adsunt limites , quos exeedere nequeunt qtiantitates , dnm secundum 
daum legem rautentur, Sic, si quacdam quantjtts., secundum legem praescripum ac* 
crcscat aut diminuatur, ejusmodi illa lex esse potest, ut ad.certum gudum accrescat aut 
decrescat, a quo autem , si ulterius progrediatur, dccressere aut accresccre incipiat. In 
ulibus hmitibus igitur isu quantius cvadit maxima aut minimt , oranium ' qnantirarum , 
quae ex eadem lege, siraili modo, generanturt et ratio sive potius Theoria, quae perdu- 
cit ad cognitioncm hornm limitum, id est ubi sint, vel quando adsint, dicitur, Thcoria 
ds Maximis et Minimis. 

a. Cum Analysis sit instruraentum , quod omnium rerum Mathcmaticarum nexum, 
concinnc menti proponat, oranisque rei partes quasi colligat, mirum non est, veteres 
M&thematicos haud multum in roaximorura et minimorum theoria profecisse. Quae de 
maximis ct minimis ab illis tradlta sunt , occurrunt utpote propositioncs gcometricae, 
quac ad figuras respiciunt, quae vulgo Isopenmetricae vocantur; id est, ut inter omnes 
iiguras, quae easdera proprietates communes habent, maximo quodam aut minimo gau- 
dcant: sed theoria gcncralis, qua maximi aut niinimi proprieutcs figurarum detegi pos- 
sunt , illis non consuhat. 

3. Ta. 
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3. Talis autem Tbeoriae prina fimduncnti posuit cekberriraus Cartesius. 1» enim, 
cum post Aigebram inventam, prknns ftierit, qui btnc doctrinam curvarum thcoriae ap» 
plicaverit(i ), viam aperuit, quaffi siingrediamur, vinculumdetegimu», quo quantirares 
tater se connexae esse possunt ; qui connexus simul nobis monstrat , qutnam loge ara* 
tari possint, et quibusnam limiribus circumscripta sint: nemtnem enim, studi»' Mathe» 
maticis iniriatura, non subit, modum, quo quantitatea a semvtcem pendent, rite proponi 
posse aequatione quadam ; sed omnes aequationcs (saltem si quantitate», q»lbufl tali» 
aequationis valor mutari potest, et quae ob eam caosam variaWles dkoarur, nofi plu» 
sint numero quam tres ) pertincre ad cnrvas lineas seu superncies, censeri poasunt, qua- 
rum curvarum seu superficierum abscissae et ordinatae, ipsis aequatioftis elemeod» vaeia- 
bilibos proportionales sunt. Igitur si ex ejusmodi aequatione , curva aut snperficie» 
curva , ad quam pertinet, constructa sit , ex figura harum eurvamm seu soperfickmm , 
facile dijudkatur, ubi ordinataeseu abscissae crescant aut dccreseant, et oM ereacere auf 
decrescere desinant , id est ubi sint maximae^ aut mitdmae. 

a. Ratio antem, qua, detectis illis limitibus, ex data aquatione, valores ilTanim abf" 
scissarum aut ordinatarum, determinantur , a Mathcmaticis, qui indea Cartesii reropore* 
«sque ad cakuli diifcrenrialh Invcntionem floruerunt , varie institota est J qea» mctliodos- 
Stpote argumenri historiam , brevrrer tractare non alienum opinor. -' 

5. fncipiamus igiturab exposhione methodt, nnsm ipse Ctrtesin» proposuk. Finga- 
toTjf , quaedam quantius, quae accresctt aut decrescit , prourt alia quanritas *, »qua j om» 
nino pendet, mutatur. Sit Lex, secundum quam nrutatio fit, funcrione, seu aequattone 
quadam j = $ f> ) proposit». Ergo , si sunatur x = a, induet j deternrinatum vilorem» 
y=z<p (#), quodsi haec quantkas augeatur, fiatque gradathn « + '» »*+*»'»*•+• 3'» eae* 
tera; obtinemus totidem valores diversos, ipsrusj, qui tum accreseent , nrnr decrescenr? 
filemque eveniet , si x decrcscat fiatque a—i , a — «/ cactera, 

Snmatur, Fig. 1., in linea OX, OP*=«; 0/>=*+#*; caet. «fgantur perpendi. 
cul»,. eujus longitudincs aequaks sint, valeribus ipsius jr, cum diversi» valoribtrs i» con- 
Veoieatibus ; tum, sl pcr omni» puncta cxtrema, O/, q 9 Q, eaet, horura perpendicuro* 
rnro, ducttur linea curva AB , ista curva roanifestat kgem secundum quam j mutatur, 
rnutante ipsa *. Hacc curva, si habeat baximas sut miniraas ordinatas seu absrissa», 
aderunt et in data functione j—Q (*), valores maximos tik minimos, qolrrrs abscissis' 
kq ordtoatis snai proporrionaki. Sit igiturPQ' curvae onflhata uiaxlnra autminhna, nW 
Bfl aliud agendum est, quam invenire abscissam OP, huic ordinatae convenientcm ; hac 
enus ravent», habetur valor ipsius j maximi aut miniuiU ai ia data functione, valor in> 
v^tus 0P=;,, subsrituattuv , ' ; , ; [ ' \ ''/ " ' , 

<.P*fa&&*W*-i paraUelaaxiO?:, quae acm ctuTwn in a>bu>pu»ris Q>.QV 

.<•• — : -\ . . ........ ^<iVo~ 

<i) ¥14 Montocla, Biwirtdts M*th<matii*n, T«m. n. Liv. fl. {, V» 
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anoram prdinaue , QTVet Q"P", ob paralieusmutn dktmn , aunt aequalcs t ergo in data 
functione, aderunt duo diversi valores ipsiua *, nimirum OP' ec 01»", quibuscum con- 
reniunt, duae ordioane aequales. Accedat \inea\ab, cibi parallela, ad punctum Q, idem 
•etiam locum obtinet ; ordinatae ccilicet aequalcs pq, et p'q' t pcrtinent, ad inaequaks ab- 
«cissas Op ct Qp'i hae autem abscissae, quo magis pq t et /»y ad se invicein accedant, 
co quoque niijiu* diswepunt, et , simulatque, in unam ordinaum maximam aut mini. 
niam QP , coakacant , evadunt absdssae Op et Op' aequalcs : quam ob causam , si func- 
«ioj =$ .(#) unquam aequatio cujusdam gradus spectetur, babebit illa duos saltem 
oadkes aequaks , si j maximum aut mlnimum ficri possit. 

- 6. Ergo Theorie d* maximis et minimis a Cartesio reducta est ad resolutionem ra- 
dicum aequalium cujusdam aequationis. Sed hacc Methodus , qiumvis ingeniosa, gene- 
ralie noo eat; namque sjt v. c. Fig, a, AB curva, quac sc secet in puncto quodam Q; 
(quale puocram voeatur punctum dupUx) si ratio Cartcsiana, huic curvae applicetur, 
quoniam ordinaue aequaks pq , p'q" primum cum diversis abscissis O^ , Op' conveniunt , 
quae aequales .fiunt , ubi fq ct p'q" in PQ coalescunt, obtinemus, ct hac ratione valorem 
oniinatae PQ, qui umen neque est maximus neque minimus valor (a). 

7. Fcrraatius, Cartcsii aequalis, aliam tradidit Mcthodum de maximis ct minimit, 
quae tunc temporis perf)ectior Cartesiana methodo non fuit; at vero in eo praecellit, 
- quod indpjes calculi diSerentjalis in ea vel maxime eniteat. Eaque nititur hoc fuodamen- 
u>: st quantiu* quacdam maxima aut minima evadat, incrcmeutum aut dccrementum b. 
positione proxiraa, nullum est. Sit enim, Fig. 3. AB linea curva, OX abscissaxum 
axis , sit P puactum , ad quod rcfertur ordinau maxlma PQ ; quoniam tangens puncti P 
paralkla cst- axi OX , dirTerentia intcr ordlnanm PQ, et proximam pq adeo erit exigua, 
qt sine errore negligi possit. Igitur si in aequatione curvae, loco x — OQ ponatur, 
x + £ = Oq t (f denotante quantiutem admodum parvam;) obtinemus valorem ordinaue 
qp t qui , si acquatur valori prioris ordinatae PQ = y , prodibit aequatio, in qua {*, 
caet. si adsint, ob f infinite parvam , deleri possunt , quae aequatio igitur inservit ad^ 
yivcniendam abscissam OQ =*, quae convenit, cum tali curvae puacto, cujus ordinata. 
erit maxima aut minima , utpote a proxima ordinau non differens* 
' Vttia autem, quibus haec Methodus laborat minora non sunt quam, quae Cartesunac 
Methodo insunt. Sic Fig. 4 , in ptmctoP, curvae AB idcm prinripium valct; ungens 
puncti P parallela est abscis&aram axi 0X> et ordinau PQ eam ob causam, ferenon 

dia» 

(») Videitor expositio buju» itTetbc-di Cartejianie apud Montuclam, op. cit. Tom. IL' 
L^v. II. IV. quo loco Anctor prolixe loquitar de vitiiJ, quibus baec McthodUs laborit. tptv 
abtem Me.hodos «d varia exempla ippticata est, a celeberrimo de rHopital io ejdi exlmio 
opcre , /tnaiyte du tmhimtntt pttitt , Sectlon. X. 
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discrepit a proxima^, cum tamen PQ non sit maxima ordinata, neque minima (3). 

8. In theoria de maximi» et minimis emendanda , etiam excelluerunt nostrates H ugen i u s , 
Slusius allique, qui Theoriam Fermatianam emendare et simpliciori calculo subjicere 
conati sunt; quod sequenti exemplo illustrabitur. 

Betur v. c. haec functio: 

y =2 «3 _ ax* 

eujus valor maximus aut minimus dctcrminandus sit : secundum Theoriam Fermarianam , 
loco x scribendum est * et aequatio proveniens, aequari debet datae aequationi, 
qua ratione habemus : 

*s — ax* =*» -f- 3*"$ + 3*5* —ax* — saxT — a?; 

id est , 3**{ + 3*$? + — iax^ — «{" ss e. 
sed quoniam ( est admodum parva , negligi possunt et , respectu f , ergo erit : 

quae aequatio, drvisa per praebet 

3«* — aax — o , unde * = \a . 
si autera haec aequatio finalis, cum dau aequatione comparetur , sequenti aliJ reguW, 
in qua consistit Hugenii ct Slitaii emendatio, prodibit: multiplicctur quisqu* tcrmimt 
functitnit 

y = *» — ax>, 

cum *xponenti ifriut variabiUs , crit 3 

1 .y ss jx s — a*x"; 
hatc acquatio nihilo aequalis .ponatur , dein dividatur per *, critquct 

O =3 3** — 9tfX. 

quae operatio idem praebet , ac acquationis differentiatio (4). 

9. Denique inter eos qui , via breviori , ad aequationem finalem pervenire conati sunt 
©mittendus non est noster Huddenius, qui singulari et ingenioso modo, illum scopum 
attigic Omnem illam Methodum demonstrare longura esset; verbo monere in quo con» 
sistit sufficiat, cum plura inveniantur in opere citato clarissimi de 1'Hopital, Sect> X, 
qui ejus convenientiam cum calculo difFerentiall cxponit , variisque exemplis illustrat, 
Sit v. c. 

x* — ayx + y s = o 

aequatio, pertinens ad problema quoddam, ec rogetur, talem valorem ipsius x invenire, 
quo y evadat maximum aut minimum. Secundum methodum Hugenii, sijconsuns 
consideretur, crlt 

2 x* -aj = 0 

aequa- 

(3 ) C r . Montucla, op. et 1. clt. qab, oti et tlibi, quimplnra tnUottta lunt de lite, quae 
<Je his variis dubiit OTta eic Fermatium inter et Cartcsium. 
(4 ) Cf. Montucla , Op* ch. Liv. II. S. IX. 

B 
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aequatio, qua iste valor continetur; ex co deducitur xzztyw, et datt aequatjo fit: 

hV C 3«7>* - ¥3 V?*J + J* = o , • 
ex qua valor inaximus aut minimds y resolvi debet. H uddcnius autera hanc rcgulam de» 
monstrat ; ordinttur data acquath suundiim. potentias ipsius x , deinde ejut ttrmini mttl^ 
iiplitentur ptr ttrminos cujusdam progressiotiis arithmeticae , quat ita sumatur ttt ex data 
acquatione tvantscant ttrmini, quibus remotit , rflutio aeauattotiit t pott multipucathnem 
provenient/s , atcommodttur. Haec autem aequath praebcbit valores quaesitos. Sic ift 
exemplo nostro si termini secundum potentias x ordincntur, babemus, 

x 3 -|- ox* — ayx -f y 3 = o ; 
inultipliccntur termini ciun terminis convenientibus progressionis arithmeticae, 

3.2.1.0. 
eritquc aequatio provenicns 

3* 3 -f- o.v* — ayx -f> cy 3 = 3* 1 — ajx = o — 3** — ay t 
ex qua , uti supra , valor ipsius x dctcrminatur , caetera. 

Progrcssio Arithmetica , pro lubitu sumi potcst , ita ut illiua ope facillime ad finaletn 
acquationcm pervcniatur. 

10. Et haec sunt praecipua, quae de theoria maximorum ct minimotnn, aj»te calculi' 
difleremialis inventioncm , diccnda erant : ex quibus evidenter apparet , thcoriam illam , 
tunc temporis valde impcrfcctam fuisse , eamquc , si valcat , valere tantummodo dc 
aequationibus algcbraicis , cum vcro ad transccndentalcs applicari ncqucat ; ct , quod 
multum est, nullum ccrtum indicium cognitura fuisse raemoratur, quo maximum, sinc 
curvarum aut superficicrum ope , a minimo distinguatur. 

Si. Invento autem calculo differentiali a Lcibnitzio et calculo (luxionutn a Ncw. 
tonc, horum calculorum pcriti statim claborarunt, in iis accommodandis ad Methodoa 
Tangentium , Subnormalium caet. sed inprimis etiara ad theoriam de Maximit et Minimis. 

Inter eos vcl maxime excclluit saepius jam mcmoratus de 1'Hopital, suo cxcclleuti 
citato opcrc, quo omnis applicatio calculi diftcrentialis ad curvarum doctrinam conti» 
nctur: quam ob rcm ctiam eo opere uterour, ad indicandum , quomodo quaeariones de> 
maximis ct minimis, ope diflerentialis calculi , tunc resolvebantur (5). 

Sit AB, Fig. 5, linea curva, 0 origo coCrdinatarum , OX abscissarum axis: sit P» 
punctum curvae, cujus ordinau PQ, relata ad abscissam OQ, sit uiaxima aut minima 
omnium coordinatarum. 

Sit P'Q' alia ordinata, et pq quam proxime ordinatte illi ; erit, ducta P'r parallela 
OX, pr dificrcntia , sive potius diflereutialis ordinatarum P'Q' etpq, id cst si^y. Sic 
«iam erit Q'q = "Ji*. 

DiOerentiatis autem,7yr, si positiva iatdligatur , positiva manebit uaque ad punctutn 

max* 

(5) Vid. de THopital, Op. cit. Sect. III. Propssithn Cencrsk. 
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maxiaii aut minimi , qnoniam ordinatae co naque semper accrescunt aut decrescunt, 
«ed si mixhnum aut minimuni locum obtinuerit, et ordinatae P'Q' et pq factae sint P"Q" 
ct , erunt differcntialcs ~fry in hac positione , rcspcctu priorum , ncgativae, quoniam 
ordinatae nunc semper decrescunt aut accrcscunt: sed omnis quantitas, quac a positione 
positiva in negativam pervenerit , tnmsire debet per punctttm , ubi fit vel zero vcl infini» 
te magna. Ergo cum hae diffcrentiaks , in puncto maximi aut minirai, dum positivae 
ftiertnt, In negatrva* mutatae sint, oportet ut in illo puncto^, relataad "Jx, fiat aut 
zcro , aut admodum magna , id est : 

Pro maximo aut minimo crit ^ = o sivc = oo : quapropter, si ex data aequatione 

deducatur valor ^ , habctur .acquatio , ejusmodi, ut si exinde rcsolvatur *, hic valor 

reddatjr maximum aut minimum. 

13. Est autem cognita res significare tangentcm anguli, inter abscissarum axetn ct 

lineam, tangentem curvam in puncto P; crgo cum ille angulus inpuncto maxiuii aut mini- 
mi aequalis fiat zcro aut 90 0 , erit tangens puncti talis, aut parallcla aut pcrpendicularis axi 
abscissarum. Hoc semper in puncto maximi ct minirai locum habet, scd si couvertatur 
cnunciatio , non scmper vcra cst. Namque, uti in Fig. 4. ostcnditur, taugcns parallela 
essc potcst abscissarura axl * tlnc eo , quod ordinata PQ sit maxima aut minima. Tali att« 

tem cwu erit P puncrom inflcctionis ct cam ob causam crit in punto P , = o ( 6 ) : si 
yero nihilo non fuerit acqualis , maximum aut minimum adcsse posset ; qua propter 
si valor ipsius x , cx acquatione = o invcntus , substituatur in ^-3 , eaquc habcat 



valorem dcterminatum , certi sumus maximum quoddam aut minimum adesse possc. Nec 

tamcn si invcnerimus ^ = o Indidum hoc crit, maximum aut minimnm non adcsse, 

quandoquidem aequationum natura ejusmodi esse poterit, ut diffcrcntialis sccunda nihito 
aequalcs fiat, sinc co ut maximi aut minitni abscntia indicctur. 

13. Dc hoc casu autem , apud Matbcmaticos qui ante Tayloris aetatem floruerunt, 
tiilnotatum invenitur, sicuti etiam illis incognitum fuit , certum indicium, quo, omnibus in 
casibus, ope calculi diflerentialis, maximum distinguatur a minimo. Hic autcm Mathe- 
mattcus, invcntor cst Thcorctnatis , quod ab eo etiam Thcorema Taylorianum vocatur; 
quo tltcorematc omnia fcre dubia rcmota sunt in quae , ante eum , Thcoria de maximis et 
minimis nonnumquam incidcbat. Hoc Thcorema hodie tanquam fundamcntum dictae 

the- 

(6) Vid. de 1'Hopital, op. cit. Sect. IV. Prop. II. 

B a 
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theoriae adsumtum cst , qaa propter et nos , illius opera ,. Quaestionem positam solvere 
conabimur. Quandoquidcra autem, ut solutio sit|genctalior, thcoriam de maximis et mi- 
nimis functionum exposituri sumus ingcnerc, idque absque curvarum aut superficierum 
opc , ( veluti huc usque vetcrum theorias illustravimus ) hanc primam sectionem in trU 
bus capitibus absoluturi sumus , quorum argumenta ex sequenti indice patent. 

Caput primum. De maximis et minimis functionum unius variabilis quantitatit. 

Caput sbcundum. Dt maximis et minimis functiottum duarum variabi/ium quam 
titalum. 

Caput tbrtium. Dt maximis et minimit funetionum , trium pluriumqvc variabilitttsu. 



CAPUT PRIMUMJ. 

DE MAXIMIS BT MINIMIS FUNCTIONUM UNIUS O.UANTITAT18 VARIABIL». 

Functio unius quantitatis variabilis , est complcxus qirarundam quantitatum constan»- 
tium , a , b , c caetcra , et duarum variabilium x et j ; quarum autem mutatio unius de> 
terminatur opc altcrius variationis. Revera igitur totius functionis mutatio pendct * 
mutatione unius quantitatis , quam ob causam fuoctso unius yariabilit quantUatit dicitur. 

Quantitates x et j invcniri possunt , ad primam , secundam , et superiorem potestatem 
evectae» Quod si una ad pnmum gradum tantum in functione adsit, dum altcriu» aupe- 
riores potestates adesse possint , merito vocatur talis functio unius variabilis , et vulgo 
sic scribitur y = <p (x); cujus characteris significatio cognita satis est. Sin autem 
utriusque quantitatis x et y supcriores potestaies functJone contentaa aint , erit haec 
impUcita funtio y quac hoc simplici modo indicatur, d)(x,jr) = o. 

Functioncs unius quantitatis variabilis, igitur in duas spccies dispesci soleat, quam 
ob catisam de illis spcciatim ctiam agemus.. 

$. 1- De Maximis tt Afittimis ftmctiottit simpiicis / = $(*). 

1. Si detur functio hujusmodi gencralis y = <p (*)» cujus una quantitas variabilis x 
determinatos vatores induit, ipsa functio, scu potius quantitas j, huic functioni aequa- 
lis , etiam adipiscitur diversos valores , qui pendcnt a determinata quajititate , quam loco * 
substitucrimus. Inter hos valores, cum a se inviccm divcrsi sint, id est cum ilte hocsit 
major aut mtnor , adessc potest unus, quf omnium est maximus, aut minimus, ct talis 
maximi aut minimi valoris proprictas, facite detegirur. Intelligarur cnim 3 accipere va- 
lorem maximum aut mmimum m , si x aequalis ponatur detcrminatac quaatitati a 1 jam 
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Vcro si in dau functione loco x ponatur alius valor * , major aut minor quam a , perspi- 
cuum eat, valorem, qucm habcbit y> hac substitutione , casu maximi , minorem fieri 
oportere valore m , quem acccpent valorc x = a. 

Sic etiam sl m ait minimus valor ipsius t, valores y, qui cx valore b ipsius x oriun- 
tur, majores esse debent quam minimus valor m: et boc cst fundamentum, quo Theo» 
ria exponenda nititur. 

Si itaque * mutetur in a + / aut in a — i , ntraque muutione fiet 3 = m — k , ncces» 
se est, scilicet si x = a faciat 3 maximum m ; quod si j 6crct minimirm m casu * = a , 
evadat j = <ra + cum loco * = a substituirous a + i t\n a — t, oportet. Igitur 
casu maximi , quantius *, qua y augetur , si * augeatur incremento *, erit negativa, 
et casu minimi simili modb quantitas V positiva erit. Ergo ex valoribus positivis 
aut negativis horum incrementorum , judicium ferrc possumus , utrum vaior m ipsius y 
revera sit maximus an minhnus : videamus igitur , ex gencralibus valoribus horum 
incrementornm , quid obtincre debeat inipso maximo aut minimo valore m, ubi incre- 
nenta itla nulla sunt. 

a* Thcoremau Tayloriano Borum incrementorum valores generales in promptu sunt. 
Etenim si in dau functione quantius variabilis x acquirat increracntum *, inveuitur in- 
crementBm *, ipsiusv, id est totius funetionis accrccio , hac serie: 

CO ! q uan< 3o in proposiu functione nutlae potesutes inveniuntur nisi positivac caeque 

intcgne, si n sit summae potcstatis exponcns , flct -g^r+r, = o, ergo series (*) eo 

casu constabit n terminis : si autem adcsscnt potesutes ncgativae aut fracue , nullae rela- 
tiones diflerentiales evanesccnt , sed dicu scries infinitum terminorum numerum continebit. 

Cum serie» (*/) gcneralis sit , vakt etiam si in dau functione loco * substituatur 
x — iy (quo casu incrementum fit decreraentum, ) dummodo characceres positivi +, 
quibus primae, tertiae, quinue tattera potesuus ipsius /afficiuntur, mutenturin cha- 
jacteres ncgativos — . 

Ponamus jam quamdam quantitatem a , quae loco * substituitur , praebere maximum 
aut minimum valorem ipsius y, inde differentiales relationcs dccerminatos valores acci- 
piant manifcstum est , et si hacc quantius a augeatur aut diminuatur quadam quanti- 
ute /; inveniuntur incremenu k et quae ipsafunctio, hdc muutione, accipit, sequcn- 
tibus scriebus : 

vt ox = a-i fiet^^-^./H-^^.-^^rrT^.cact (.) 

V» ' = ' + +&&' + &7&i' t$ * (0) 

In 

(1) Vid. CU de Gctder, Begimtltn der Diferentiaakeel. , I. Deet $. 69. ptg. 150. 

Bg 
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In his sericbtis, rebtioncs dilTcrentiates sunt dcterminati valoris; etentm oritmtur sl ia 
rclationilius diiTerentiairbus, cx ipsa functionc y = Q> petitis , porifur* loco *. 
Hac igitirr. rcjattoncs istac sunt, «jiiac in maximo aut minimo valorc locum habcnt. Si 
i_dtur detcgcrc possumus, quiil propric 'fiunt hae rclationcs, inde profecto profluent re- 
gube gcncralcs, quibus ad maximum aut minimum pervenlatur; et ope fundamenti, su- 
j ra c.vpositi, facile constituitur certutn indicium, quo maximum a ainimo distinguatur. 

Vi hoc insmuatur, quoniam incrcmcntum *' pro lubitu sumtura cst, tam parvum esse 

cogitetur, ut suroraa tcrminorum subsequcntium ~ J a . — ; ^-4 . cact. multo 

$X 1.3 QX* 1.2.3 

rainor sit, quam solus tcrminus primus^, ita ut valor positivus aut negatlvus totius 

seriei pcndeat a positivo aut a negatlvo valore primi tcrmiai : quapropter sufficit si reliquoa 
om-trimus , et iit solum primum terroinum inqmratruia , fiet igitur j , . , 

s\ x mutatur iu a — i . ... k =. — . i 

v x ' Jti >n 

si x mutatur in a + i .... k' = + ~& . i 
ln utraque hac xtequatione, g, eundcm valorem habet; sed incremenium ipsius j h 



cst ante maxhmim atit minimum, negativum, post maximum aut irinlmum posttivum: 
ciun autem supra monucrimus, haec incrementa pro maximo, negativa, pro minirao, 

ambo positiva esse oportcrc, perspicuum cst, si |^ in statu maximi aut minimi qucm- 

dam valorcm babeat, has acquationes , nullo modo cum maximi aut mirimi proprietare 
ii-n«;rui posse; ergo ut huic rei satisfaciainus, nil rcstat, quam ut hanc rclationcm diflei 

rcntialem nihilo acqualcm ponamus; habemus Igitur in puncto maximi aut muiimi ~ =3 o 
et"h f nc incrcmenta k et k' cvadunt : 

antc max. aut mm. k =: + ^-g . -— 

post max. aut mtn. k' — + \? . ~. 

r ' "tl^y i* 

Naroque, quoniam, ob parvam admodum valorem ipsius », terminus ^-p • lon- 

ge superct sumroam omnium termtnorum subsequcntium , pendebit valor positivus aut 
uegativus, totius scriei , a positivo aut ncgativo valore primi tcrmini , ut supra. Ergo 

Vv ' " ' 

cum in utraquc aequatiooe ±-=l . eodem charactcrc affecta sit, quoniam pro maximo 

. .. a** »••* •» 

k ct k' negativa, pro minimo positiva essc debeant, et quoniam — ^ semper sit positi- 

»'"■.:. 'j .i"' .:«/..:.:.• ■;:*;..■*. ■ . ,..:;«.». _ jj .:.. 
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vus, oportec, ut, si ^ quemdam dcterminatum vatorem habcat, itie taior pro maxima 

tit negatbtut, pro mitumo potithut. Sed fiere ctiam potest |^ nihilo aequalem essej 
qna ratione increnionta i et K inveniuntur hta aeqttationibua : ( •: FirTvt 

antc «m*. aut mitt. is — 4p . —75» 

post /w**. aut w/w. i'= + . — , ' 1 

o* 3 1.2.3 

CJtnquc valorcs posltivi aut negativi ipsorura incrementorum , hic eodem modo ac supra, 

ex valore positivo aot negativo sol» tcrmiai . -. — — juaicannuy» jWeaiijaai adest-, 

0-^ 1.2.3 

casus ac aupra. de prima differcntiali rclationi;^ iu utraque aequationc ejusdent est 

quantitatis, . sed numquam,, si habeat qucmdam valorcm, pracbore potest talia , quae cum 
maximi aut minimi praesentia congruaiit } Hgititr oportet ut evanescant, quaratione ha» 

bcmus ^4 = o, ct tam-erit: • ■*• 1 

' ttte w. ant mitt. k —+'&'. f~T\* ■ 



post max. aut min, k'z= + 



* 1.1.3.4* 



7>+P • ' ^ ' • 

esc autcm r* sempcr posiuvus, crgo cutti _~- m utraque acquattone eadem sit, et eodem 

ctaractere aflkiatur , haec relatio ai maximum aut roiaimum adsit , pracbeat incrcmenta 

i et i' ncgativa aut positiva, nccesse est: crgo oportct ut pro maximo^ habeat ne* 

gativum vatorem, pro minimo antem posirivnm. 3i autem obtinuit ^ == o', probatuf 
similt modo nc supra, etiam zero aequalera esse debere , itidemque "-^ pro maxi- 



* — "* *— - — ' n 7)*« 

mo aut minimo , negativum aut positivum valorcin inducrc , et sic caedcm conditioncs 
pcr omnem seriem simili modo locum liabent, uimirum pro maximo aut minimo relatio- 



nes difTcrcntiales impares, '^5»' nihil0 a e ^ ualea essc debcnt, ct parcs rela- 

tiones, nlsi zero fiant, valorcs negativos aut positivos induere oportent. 

3. Ergo si omnia colligamus, scqucntes rcgutas ponere possumus. Quandoquidem 
pro maxkno aut minimo valore functionis y =: <p (*) cjus prima diflerentialis relatio 

jahilo sit aequalia perapicuum est, d t» data/unetknt, iaermnttur atque nihifo 
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atquatit ponatur, prodire aequationm F (*) = o ipsiut x; ex qua si x retoJvatur , <*)• 
tinemus talem valorem , quo functio posita adipiscatur maximum'aut tninimum valorem: ut 
autcm ritc indicetur quid obtioeat , sive maximum sive minimum , confugiendum cst ad 

secundam relatlonem ir^» io V** si tubitituatur valor invcntut ipsius x, ipiaque hac sub» 

ttitutione fiat negativa , adesst potett maximum ; tt fiatpositiva , sninimum obtinet. Sin au» 

tem rogetur dc maximo, fia;que pasiuva, non aderit maximum; et vicissim t si 

JP^Q T%£^^$f$$^f4& £ ^B$fft$$$9^$fT$ @&$$fi££ $0C$f$f$ » ^^UO^^ ^^jp^ 9 

consulcre oportet tertiam relationem , quae si pttt substitutiontm inventi vahrit ip- 

tius x, evanetcat, certi sumus maximum aut minimum locum saltm habere ponc, utrum 
autem adsit maximum sive minimum ex valore negativo aut posittvo quartae dlfferentia- 



: quodii non evanescat , neque etiam adcrit maximum aut 

t$$G £$$^$f$& ^^^^Q &&^$£$&ff$@ ^$^S$ ^Q$$$ $^T^$ ^ ^$$$t ^^$*& $$$$$$Sfii@ Tl£^@$$^C$ ^ Tlt^ I ttfT?% 

aut minhnum valorm induct functio prvposikt. Sl et ~^ evanescat, simili modo ex se* 

quentibua relationibus , maximi aut minimi praesentia quaeri licet, 

J. a. De maximis et tninimis functionis implkitae $ (*,,?) = o. 

4. De tali funcfione, eaedem regulae subsistunt, quac de simplici functione y=Q (x) 
expositae sunt. Quamquam enim tam implicita hacc functio ease possit, ut ipsa y 
non, nisi magno labore, in functione ipsius x determinetur , et ob eam causam fiat 
y = <p (*), tamcn, quoniam y prorsus pendct ab x, caque variabili quantitate detcr* 
minatur, cogitarc saltera possumus , datam. funciionem.a} (j, *) = o, ad formam 
y = <p (*) reductam esse; qua ratione , rcgulis expositis etiam subjccta est: sed quo- 
niam functioncs j = <J>(*)et<p(j,ar) = o eaedera sunt, ea sola existente differen* 
rja, ut hujus forma ab illius diffcrat, eam ob causam functio <p (*,j) = o iisdem re- 
gulip paret. 

Quodsi igitur tanquam functio duarum -variabilium differentietur , relatio prima 

|~=F(*»J> 

«ihilo aequali* poni dcbet, et in aequatione F(*,jr) = o, x tt y , talcs tum habent 
valores, ut ipsis proposita functio <p (x,j) maximum evadat aut minimum. Cum au« 
tem F (*,j) = o duas contincat variabiles, illa functio iriservirc ncquit ad valorcs 
/psius x £t y determinandos , sed alia insuper requiritur aequatJo; caque in ipsa data 

func* 
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functione <p (*,jr) = o datur: namque ob vinculum, quod invenitur inter primitivam 
functiooem 0(x,j»)=o et inter dcrivaum F(i,j)co, oninino illa uti licet , ad hanc 
resolvendam (a). Valoribus ipsarum * et j inventis, transeundum est ad consideratio» 
nem secundae differentialis , ut cognoscatur utrum maximum aut minimum adsit, et quid 
praebcant valores inventi, utrum maximum aut minimum; id autem, aeque ac supra, ex 
positivo aut negativo valore hujus relationis differentialis confirmatur: ct sic porro. 

5. Ergo nihil inest difficultatis buic casui : functiones implicitae impcditiores quidem 
sunt tractatu , quam simpliccs; sed hoc ex aequationum naruri pctendum est, neque ex 
regulis, de maximis et minimis ,• quae regutae quam sint simplices, sequcnti modo ma- 
cifestum fit. Forma differentialis primae, functionis implicitae, in gcnere talis est: 

+ Nj; = o (3), ergo . . . . |£ = - M , 

et cura haec nihilo aequalis esse debeat, erit, 

= — M = o ; . .. . id est M = o . 
d* N ' 

ergo si coffficiens M conjungatur cum data functtone 0 (*,?) = o, hae duac aequatio* 

n es pracbebunt tales valores ipsis variabilibus * et j , ut propositam functionem maximnni 

aut minimum reddant. Differcntialis secunda hujusmbdi est : 

"^M^Jt + Wy* -+• N7)*y ■+• "SNTJjr = o. 

Quae si dividatur per 7)»", erit: 

"o M . M V* _i_ m VJj. "5N "by 

+M .--5? + N.^+ :2> -.^ = o; 

acd M = o, et|* = o, ergo 

^ = Inc ^ = - ^M # , 
^x ^xr ^x* N 

Igirur siin data functione maximum aut minimum obtineat locum, sufficiet, cocfBcientis M 
differcntialem dividere per N.^x, et, substitutis valoribus inventi» xctj, aderit maxi- 

mnm aut minimum prbuti — . i fiat negativa aut positiva. 

o x ™ ' 

Si ^3 = 0, erit diflerentialis tertia: 

VM> + iom'* + M^* + + NVj + VN-Jt ta= o; 

dividatur pcr , eritque 

id 

■ (9) Vid. Cl. de Gelder, op. clt. $. ti8 et teq. pa&. 390. Caeternm faoc per le pitet; ri 
detur d> (* , jO = © » fit aequicio dlffiremiilti bujuimodi F ( * • j ) = o , et quooiim * et j in 
«trique iiquaiione caedtm «vmt, prini intervire potett id alteram re«olver.dam, et vice verta. 
( 3) Cl. de Gclder , op. mox cit. $. 119. pig> 3»a. 

C 
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^ + OM . V? + M .3* + & + + . ^ = Q 

.7)* . . i* 3 7>* .7)*?... 7>* 3 7>* a . 7>* 

id cst, ob M = o, ^ = o, = o, et7).M = o,. 

. Quac, cum in inaxitno aut miniuio, nibilo aequalis esset oporteat , erk7) 9 M= o., e* 
tuui ex. qnarta diflercntiali relationc, quae erit . .< 

"My _ ^M i 

7)*« 7>* 3 N* 

maximi aut minimi prassentia, more solito, indicatur: et sic porro C4)- 
Scqucntia jaui Excmpla, expositam thcoriara illustrabunt. 

6. Exbmplum i. ln dato cubo ADREQC Fig. 6. colloearc conum reetum , cuju* 
axis coincidat cum diagonale majorc AE cubi t ita ut hujut cotti soliditas fiat maxima to- 
liditatum , omnium conorunr, ' qtd dicto modo' itiira cubum contincri poisint ? 

Planuro cogitctur pcrpcndicular& ipsi diagonali AE , quod planutn seetbir pjan» iateralia 
BAP, BAC, DAC cubi, sccundum lincas FG, FH ct GH, quac intar se constituunt 
triangulum aequilatcrutn. Etenim , quoniam diagonalis A£, cum aretis AD, AD et AC> 
acquales angulos constituaj, erunt ob situm pcrpcndicularem plani FGH, lineaeAF, 
AG, ct AH inter se acquales, quapropter ctiam FG, FH, et GH aequales eruat. In 
illo triangulo inscribatur circnlus, cujus centrum, nccessarie situm erit in punctoM, 
ubi planum FGH diagonale AE secatur. Caeterum tlle circulus, lineis FG, FH, et GH 
tangitur in pnnctis L, K et I, quac puncta in mediis illis lincis sunt posita, et prop* 
terea conveniunt cum punctis, in quibus lineae FG, FH et GH, diagonalibus AR, AQ 
et AP secantur. Hicce circuhis considerari potest tanquam basis coni recti , cujus vertex 
in puncto E erit situs, et cujuspositio intra cubum talis cst, qualis in problcmate postu» 
latur. Hujus coni soliditas determinatac magnitudinis crit si planum FGH positionem de- 
terminatam adeptum sit; quapropter, hujus plani situs ita erit detcrminandus, ut conus* 
qui ci , dicto modo, supcrimponatur , accipiat maximam soliditatem. 

Ponatur AD = <a, AM = *, crit AQ = «t/»» AE = a 1/3, (quod satis con- 
stat, ) ergo EM = AE — AM ss a\/l — * ; porro in triangulo rectaagulo EPA crii 

AP = AE . Cot. PAE; Cot. PAE = ^ = = IV 6, 



(4) Theoria dc mtxuni» et mlnimis hnc nsque expoiita, invenitur, quamquam alia ratione ec 
altoordine tractata, in quaapluribus librit, quorum inprimi» lequentes memorari mereatur. Eule* 
rus , hititutionet calculi diferentialis , Pars III. Cap. X et XI. Lagrange, Thetrie ietfonttiem 
diiatttiquei, Ptrtie tecond , Chtp. V. $ 05 sqq. cdit. poiter. La Ctoix, Traitt dt 
rtntitl tt integrai, Tom, I. J 150. pag. 360 sqq. 
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|unc Invenitur, opc goniometricarum proprietatum , 2*^. PAE ss |«/«. . 
In triangulo rectangulo AMI, erit ; _ _ , ( 

1M = AM Tang. IAM; idest, IM = : .. . i »•.[ 

Sed 1M est radius circuli, qui basis est coni; liujus circuli area haque erit = Jr**; 
r denotante relationem inter radium et rircumfercntiam circuli , cujus raiius unitati 
«equaU. cst; et cum altiiudo coni EM ss ay/% — x , crit ejus soUditas jr, ; ) 

y = i*#*V3 — i** 3 » 
«tque haec functio maximum evadere dcbet. Habemus igitur : 

|^ = \*axVS - i*x a = o = |t«1/3 - 1«. 

Ex hac aequatione invenitur * = 5^3» "«st, AM = : |AE. 

St igitur per punctum M » quod duas partes tertuts a puncto A distat , transeat planum 
perpendiculare per diagonalem AE, eique plano superimponatur, conum, cujus vertcx 
est in E, et qui plana lateralia BAD , BAC ct CAD tangtt, habebit hicce conus solidita* 
cem maximam; nimirum : 

3 = ,W3, 

Idque co confirmatur, quod differentialis secunda f elatio , scilket 

— — £■> 

quamquam constantis vnloris, tamen ncgatrva sh\ 

; 7 .: EXEMPtuki *. Inicnirs cohtim rcctum, tujas sufcrfictos sit aaxima ommutfrsu- 
^rjkitfum corwrum , qui in eedtm gJobo twaibi possint ? • , .- 

/V^. 7. Sit M ccntrnm globi; ACBE circulus magnus ; docatur diameter CME , tt 
cogireturverticem coni situm esse in puncto E , ejusque basin AB perpendicuUrem dia- 
«nctroCME. 

Ponatur diameter globi = a , et fac CD = *, efit fd clrorlo fttgno CA£B, .. :>_ 
BD* = CD X DE, id.cst: BD* = '•* («-*) /et _BD = V(<«1— * 5 ); 
«rgo in triangulo rectangulo BDCcritBC = AC=VCCD= + BD i ) = V' * 2 ) = 
•t/o*. Cum BDsit raflius iwseos ctrcularis lrteiuS'cont, 'eflt^lrcdmfArentia hujus baseos 
= 8».BD = mVO« — x 3 ), crgo _ r: 

Supcrficies coni = circumf, X i.BC = jr = srV<> a * a — ax?) , 

et baec est functio cujus maxlinus valor quaeri bpottet i habemus j diffirentiand > S 

' 1t\y — ?ax» _ ga*'— '3 <y*_- '__ ■ ; •'•' ' « - 1 

:. k 7>* ~ 81/(^*^ — 0*») ~ — : ' 

Ergo etiam ia* — cwaao; fcin*tovemtur-jr ='_<»■: ergo si wwri reeH attltudo aequa- 
lis sjt duabua partibos tertiis diametri globi, ejtts supeffiries maxima ficri pocest ; utruqi 
autem ca supcrficies maxima fieri debcat ,-iscqutmi cklcuIO^cojlfi¥matur. . . 

y_y 3« _2£_-j__) 

> a «^C-f*— «*) .T 4 Vr-r ;d ' , 1 

c 2 Q '«t 
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Quodsi in hae sccunda difrerentiali gcnentli , restitoatur, loco *, ejus valor, pro maxi- 
mo inventus , nimirum * = }a , babemus , sequentera valorem , illius differcntialia 
pro maxhno: 

ii"» = " aV/C" 3 -!" 3 ) ~ ~ ^Vi W3 ' 

Qui cum sit negativus, ccrti sumus, conum, in globo inscriptum, accipere maximam 
superficiem , si cjus aldtudo sumatur aequalis duabus partibus tertiis globi diametri. 

8. Ad hoc Exemplum sequeatcm observationem adjicere liceat , qua saepius cum 
fructu uti possumus. 

Si detur functio hujusruodi: y = ^ , 

trit ejus differentialis relatio hujus formae, 

~bl _tf>?— __>_■ _ M . 
7>*-~ «* 

ergo si agatur de maxiino aut minimo , fiet = o ; id cst fbq - q^p = o , sive M = o. 
Diffcrcntialis secunda erlt, |* = ___^f. 

SedM-ojergo^-^Cs). 

Quae pro roaximo negativnm, pro minlmo positivum valorera . tcdpere debet: sed 
cum q % semper sit positiva, oportet ut pro maximo aut miwrooTJ.M praebeat valo- 
xcm ncgativum aut positivum. 

Ergo in cxemplo pracccdcnti non opus est ut totius functionis ^ = fl ^^ _ ax ~y 

differentialem qtuferamus : etenint si detur 

7>y M . ~b a y N^M - M_»N . . . ... o** _ 7>M 

§ = N em |3=-^ ,«cI«tobM = o: - a -- N -, ^ 

in nostro exemplo est M - - 3**» ergo 0 M = - Igitur erit 

7> a y _ _ 3f 

; >... -?--I-T5^-5» 

quod supra. etiam inveninius; sed evidenter apparct, bos, hac ratione, citius ad scopirar 
pervcnisse. Ita in aliis casibus, quibus alia est futictionum forma, molcstum laborem 
saepe cvitare possuraus; scd quoniam hoc pcndcat a functionis forma particulari , eaque 
xnodis tnfinitia varia ess« possit, de talibu* ptura non adjiciam. 

9. Exemplum 3. Fig. 8. lmenire moximum yel minimum valorem functionis, quae 
tft aequatio tlyperbolae , aaxy, = ax* — • bx* -f- a s ? 

Ex 

( S ) Cf. E uler ui , Inuit. Cle. Dif. Cap. X. 5. a<$5 et ae?. 
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. COMMENTATIO ad QUAESTIONEM MATHEMATICAM. ai 

(_—*)_* + _* 

Ex data aequatione ujvenitur j — - , 

^j _ 4_(_-*)_*- a _((.-»).»+_3) _ 
hinc- -3-5 

idest, 4_(_-*)_*-__((_-*)4rM-«*) =o, 

sive («—*)**=_*; ex qua invenitur: x = ± _ . ^"* - ~pp * 

«t hoc valore in data aequatione substituto, habemus jr = ± |/(-* — «*). Ut au. 
lem judicemus utrum valor inventus ipsius x , tribuat maximum aut minimum valorem 
ipsi functioni datac, consulere debemus secundam relationem difierentialcm , quae pro 

maximo positiva, pro minimo negativa esse debet; sed cura liabeat valorem fractam, 

0* — 

sufllciet, uti in N°. 8. vidimus , si ejus fracdonis nominatorem tantum diflerentiemus» 
atque indagemus utrum illa differentialia , substituto valore ipsius *, fiat neg-tiva aut po» 
«itiva. Est autem ille nominator 

s (_ — .)**-(_- 3) *» — _» = (_—*) x* — _», 
cujus diffcrentialis crit, a(_ — b) 
1/(- a — ab) 

et substituto * = ± a ^ r\— » fict illa ± o_l/(«^ — ab) . 

(_ — t>) 

Videtur igimr, hoc casu , cum eodem valore ipsius *, congrucre duos valore» aequalea 
ipsius functionis daue, quorum altcr est minimus, altcr maximus; sed si, Fig. 8, OQ 

sumatur = - = -f - — ^ Z$P » crit ^ — 1 ^* 10 ' minimu8 f-ACtionis datae ; 

sed etiam in oppositt parte si sumatur OQ' = *, erit P'Q' = PQ alter valor ipsius 
y, quae in curvae parte SVe', aeque bene roinimus est, atque ordinata PQ in parte 
abc. Ergo duo adsunt minima aequalia , quae autem respectu se invicem sunt 
positiva et negativa ; eamque ob causam acquatio ± ia |/(-* — ab) non indicat maxi- 
mum et minimum , sed duo minima aequalia, quorum aker, respectu alterius, est 
negativus. 

10. Exempi.um 4. tmertire maxlmos et mitdmos yalores functionit implieitae ajr*+av 
— 6 J X + 3** — 5 = o ? 

Ilujus functionis differentialis prima hujnsmodi est, 

+ **J — — 6x1$ + 6x^s = o, 

sive (6--«j)JD- + (2 + 4jr-(5_)^ = o:-&v = - -£-=^ = o, 
ergo ex aequationibus 

6x — 6>, et ajr* + ajr — 6js + __* — 5 = 0, 
determinandi sunt valores ipsarum * et y. 

C _ fix 
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Ex prima habemus x = y, ergo ahera fit hujusmodi, 

a* a + * x — 6x3 + 3** — 5 = ° » 
id cst x* — ix = — 5 , quae si resolvatur , praebct 

x ■= y = — l ± i\/ — i- 
Qui valofcs cum imagiaarii sint, patct, functionem propoaittia non posse habere majd. 
mum aut mioimum. 

t Ex his paucis cxemplis , quara luculcndssime patet , quomodo maxima aut minima 
tunctionum usius variabilis quantitatis, in genere indagari possint: ut autem nil omif 
tamus, monendum est, quaenam praecipue de theoria exposita aninudvertenda sint , 
et quinam sint casus, quibus, in quaestionum solutione, aliam viam ingredi oporteu 

S- 3- 

OBSCRVATIOWBS. 

i » t 

ii. Obssrvatio 1. Si complures relationes differentiates , inde a secunda, ope ejtu» 
dcm valoris ipsius *, ex prima dinerentiali relatione inventi , evancscant , indicium 
erit, in data aequatione adesse factores tottdem aequales, qui sunt hiijn«n«p (x«»0» 

Etenim si detux functio , quae ad hanc formam redigi potest 
y = a + b Cx — O" , 
tt existente numero positivo et integro, 

erit ^ = bn(x — i = o, 

ex qua invcniuntur, « — i valorcs ipsius x t aequales porro 

^uae relatio evancscit si valor ipsius x = c substhuatur , et sic etiam reliquac^ relatio- 

nes dUTcrcntialcs evanescunt, usque ad quac acdpit constantem valorcm. Ergo 

cx hoc constanti valorc, prouti b erit negativa aut positiva, dijudicandum est, utrura 
tidsit maximum aut minimum, scilicct &i « cst numerus par: quodsi/J est numerus impar, 

crit rclatio impar, et sequcns rclatto * , quae par crit, pcr se eyanescit, 

quapropter nnllum maximum aut minimum adcrit: quodsi igitur tales, functiones den- 
tur, a priori judicari potest, utrum adsit maximum aut minimum, et quinam sit valor 
jpsius x , qui reddat y maximum aut minimum. Scd plerumqtie filnctiones non occurrunt 
tali forma, at formam acquationis supcrioris gradus habent: ergo si detur aequatio su- 
perioris gradus, cujus maxima aut minlma invenienda sunt, ihurile non erit, prius inda- 
garc, utrum in hac aequatione accedant fectores aequales. Atque horum factortim ia- 

. ') da- 
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dagatio difficills baud est. Etenim, quoiriam hi factores aequales , uti vidimus, etiam 
adesse debcot h) aequationis differentialibus subsequentibus , nihil aliud agcndum est, 
quam tamdiu diffcrentiationem institucre , donec obtinuimus aequationem primi aut sc- 
enndi gradus, ex quibus factor, si adsit, quam racillime invenitur (6). 
' Ergo casns, qnem nunc consideramus , locum habere nequit, nisi functto data sit 
aequatio, quae quarti saltem est gradus, et nisi differenttales , prima, secunda, tertia, 
caetera, eundem factorem habeant. 

12. Exemplom 5. Ittvcnire maximos tel minimas ttsktcs functiastis y ~ x* — 
I3JE* + 54*» — 108* + 16 = o? 

Differcntictur aequatio, eritque: 

|? = 4* s — S*** + 10** - I08 = o, 

trgo aequatio- 

— 9** -j- 07* — 87 = o; 
tnserrire debet ad illum valorem determinandum , quo functio propotiu iiat mazimum ant 
minimum : videamus autem num ista aequatio constet ex producto factorum aequalium , 
id est, videamus utrum tres valores qui ipsi * tribuantur, aequales sint j diffcrentietui 
denuo, eritque: 

|£ = xax» - 7" + 108 i 



et diOercntialis tcrtia erit 

|J = 84* — 7» = 24 O — 3), 

tt cnm illa differentialis tertia, habcat factorem x — 3 , aderit etiam iUe factor in prima 
« secunda diffexentiali, quapropter, divisione institutt, patebit: 

g = 4C ,-3)3 = o ; 

ergo erit *.= 3, qnantitas, qua functio propositt fit maximuni aut minimmn. TJt hoc 
•ijudicetur, habemus, 

quae cum fiat nihflo aeqnalis, postta x — 3, erit 

. \ . 

qtuve 

(6) MethodUs bornm ftctorvm taveolendorom, allo modo exposita (K t CL dt Gelder, 
ia opere IVttkuudigt Ltsttn , 1L Cunui, L. Lc», $. 355. pag- 845. La Crolx prolixc bu in« 
veitigationet tractavit in opere sno ]am citato: Itidem Eulern/, op. cit, Cap. & 
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quie etlatn nullutn vtlorem praebet; at ex quarta differendali habemui 

quae cum sit positiva, patet, valorem ipsius x praeberc minimum valorcm functioni. 

Hoc judicium autem ciiius fertur , si considcremus , ex conditione positiva primae diffe- 
rentialis , differentiales sequentes esse positivas , et cum ex exponend impari 3 videri Iw 
ceat quartam differentialem habere constantem valorem , adcrit minimum. 

13. Obsbrvatio II. Quamvis Methodus de maximis et minimis generalis sit, taJ 
men datae funcuones ita constitutae cssc possunt , ut earum relarioncs differentiales, 
ejusmodi sint, in quas regulae expositac institui nequeunt, ad eos valores determinan- 
dos, quibus fiant maximum aut minimum: eosque casus , qui ex generali Methodo ex» 
cipiuntur , et in quibus ob eam rem alia crit applicatio , nunc considerabimus. 

Hoc semper fere locum obtinet, si in data functione quantiutum variabilium xautjr, - 
aut utriusque potcstates fractae offendantur: detur v. c. talis functio 

y =:*+* y/ (* — *)- 
Namquc si differentietur , invenitur: 

~by _ c 

ergo, secundum regulam exposltam, erit — — = 0 , 

et talis est aequatio ex qua Valor ipsius x determinari debet, qui positam functionem 
reddat maximum aut minimum. Ex ea autem c = o nullum valorem ipsius x praebet , 

si autem facias 1/ (* — *)* = o , habemus * = *, sed inde sequitur |£ = £ = co ; 

ergo in boc et in aliis similibus casibus , nullus valor ipsius x t pro maximo aut minimo inve- 

nitur, nisi ponatur * - = 00. In boc casu, si agatur de lincis curvis, tangens puncti 
$x 

in tnax. aut min. erit perpendicularis abscissarum lineae, cum in iis casibus, in quibus 

^ = o ponatur , illa tangens huic lineae parallcla sit. 
v* 

Sed si in talibus casibus, ponendo^- = «• , illum valorem ipsius * determinavcrimus , 

o* 

quojr iieri potest maximum aut minimum, aliam viam ctiam ingredi oportet, qua ap* 
parct, utrum revera adsit maximum aut minimum, et quid proprie obtineat sive sit 

raaximum stve minimum. Etenim cum diffcrentialcs secunda, tertta caeu ai T*L fiat ~. 

etiam infinite magnae cvadant , ex illis rcccnseri non potcst , quid fiant proximarum 

or« 
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ordinatarnm incrementa, sive positiva sive negativa. Ilanc ob causam seniper convin- 
cimur dc maximi aut minimi praesentia , si in dau functionc ponamus loco x = a t 
x = a + ** et x = a — *'. Etcnim si pro utroque hoc valore , j acquirat valorcm 
majorcm, quam eum, qucm ponendo * = a, adepta crat, perspicuum est, incrcmenrnm 
ipsius jesse positivum, ct valorem ipsius * reddere j minimum: quod si valor jr ponen- 
do, »s* + /et*=:*-i fiat minor, quam poncndo x — a, praebebit * = a 
maximum vaiorem ipsi y. , . 

Sic in aequatione , qiiam supra posuimus y = b + e \S(x — «) crh ob ^ = 

.pracbcat * = <», ficnt etiara omncs relationcs diffcrentiales sequcntes 00; quare nos do- 
cere non possunt, quid obtinet locum, sive maximura aut minimum, sive non. Itaquc 
si in data aequarione, loco x — a ponatur a-\- i et a — », habemus 

» t 

1. f = * + e y/{a + i — a) = * + c yU 

a. j" = * + c \/(a - i- «)=» + «V-' = *- ^'. 
Quare cum hac substitutione prior valor ipsius j fiat major quam * ( id est , major quam 
vator ipsius j t qui ex x — a scquitur) altcr autein minor, eam ob causam x = v, 
oullum valorem maximum aut minimum praebet ipsi j. 
Sequens exemplum magis etiam, quae dicta sunt, illustrabit. 

14. Exemplum 6". Imenirc maximas aut minivsas ordindtas farabokse cubicae, 
fig> 9 * cujus aequatio est 

j — aczVa . \/a(a — *)» (7), 
fosita- origine eoordlnatarum /» O? 

Ex ipsa curvac figura, atque ex acquationis forma apparet, adcsse minimam ordina» 
tam j = PQ, in puncto P, ubi curva refiectitur, et cujus coSrdinatae sunt OQ = a 
et PQ = *, ergo et calculo inveniri oportet ia illo puncto adesse ordinatam minimam. 

Si datam aequationem difierentkmus erit : ^ = , quac si ponatur in- 

1 

fmitac magnae quantitati sequaUs , erit * — = 00: sive 3 V'0» — *) = °» «nde 

* = «, ergo si adsit maximum aut minimum, erit * = a valor, quocum hacc conve- 
niunt: cum autem ex relationibus scquentibus, quae omnes evadant 00 , judicare non 
poasimus utrum maximum aut minimum adsit , ponatur in data functlone * = a + i =s 

Otf 

(7 ) Vid. de THopital , /inaijte dts tnfmimentt petits , Sect. III. Exemp. IL 

D 
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Oa 1 ct *=«—/= Oa\ hoc roodo fiunt ordinatae efb' et ab illae , qttai 
sunt maximae aut roinimae ordinaue PQ , 

«T=j' = «-f )/a \T(a - a — 0* = * + V'* . i 1 , 

ab — f — a -\- \/a y/{a — 0 + 0 1 = « -f 1/0 . «*. 
et cum hi valorcs ambo sint majores quam valor convenieos cum abscissae x = a t 
erit increrocntum ipsius j positivum , et x = a erit ejusmodi valor , qui posittm fune- 
tionem y, minimam reddat* 

15. In Introductione N°. 11. indicavimus , quomodo antiquitus demonstrabant 9 
casu maxinii et minimi , primam diflerentialem relationem nihilo aut inftnitac magnae quan« 
tiuti aequalcm ficri debere: idque, loco ciuto, cx ratioeinio, tam generaliur profluit, 



Iem essc oportere. £x ea autem thcoria nullo modo sequhur ^ = » esse posse , sed 

ex forma particuiari functionum hic casus a nobis mdkatur: attamen hinc non sequitur;. 
nostram theoriam, quae, utpotc gcneralis, ea non praebet oinnia, quae locum habere 
possunt, imperfectam esse : naroquc ob id solum , quod generaiis sit , casus , quc* 

*~ = oc poni oportet, ex ea excludhur. 

Quod enim veteres indicabant , id tantummodo ad lincas curvas referendum est , et 

tum, nti in Fig. 9, si|| fiat «e , indkium aderit, tangentem ejus puncti, ad quod 

maxima aut miniroa ordinata pertinet, abscissarum. lineae csse perpendfcuiarenr, aed quo- 
ties hoc obtiaet, nimirum, wet tangens ait perpendicularia absdssarum Hneae, ct ordi- 
nau simul sit maxima aut minima, erit punctum, de quo sermo est, uti ex 



theerta consut, ptmctum reflectionis (8): ergo ponendo ^ s= • proptie nbn invem- 

tur ordinata. maxima seu roiniroa, sed locus ubi adest reflectionis punctum; quare istav 
consideratio proprie non pertinet ad maxima et minima, sed ad theoriam punctorum rc 
ftecrionis; eamque ob causam cx nostf* theoria , quae tantummodo spectat ad majciro» et 
mininu functionum in gcnere, hicce casus cxcipitur; sed ei accedit, utpote casus parti- 
«tulaxis, qui functionutn particulari formae tribuendus est. 

id. Attamen cum utroquc casu , tum si =2 o tum si ii = cc , eodem principio> 

0 X d* 



Tisi simu», ad maximum aut minimum indicandum, vef ad maximum a minimo dlstinguev» 
dnm*mirum omnino videtur, primo untum casu, generali indicium adesse , quod aw 

, - 1 * ttTtU 

CO Vid, de rHopital, en. cJt. SecuIV. Prop. IH. Ha*. 

• n ...... • 

•<•■•. • . } 

l 
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tem «ltero oon applicator. Nimirum ia utroque casu, tnaximi aut misimi praesentia, eo 
nititur fundamento, ut, invento pro maximo aut minimo v. c. x — a, ct posito in 
data functione loco x =: « , x = <i + / , et * = « — hac substitutione , incremen- 
tum « ipsiuay , pro maximo fiat negativum, pro minimo positivum; Ulud autem incre- 
ntentum generali modo invenitur ope Tayloris theoremat* 

Jam vero si aequatio data ejusmodi est , ut pro * = a , fiat nihilo aequalis , valor 
ipsius incremcnti, invenitur ex valore , quem accipiat et si ille sitpositivus, aderit 

minimum si autem sitnegativus obtinebit maximum : s\a autem ^ fiat «o , etiam reliquae 

relationes differentiales infinitae magnae evadent , et quamquam ob i mflnhe parvum , 
incrementum «, ctiam parvum admodum evaJat, (uti ct oportet,) tamen judicium nul- 
lum ferre possumus, utrum illud incrementum ncgativum sit an positivum : crgo hoc 
casu Tayloris Thcorema nobis non praebct gencralc indicium ad maximum aut mini» 
tnum indicandum , sed ut de hoc judicemus ex 1psa data fonctione justum illius incrementi 
valorem, positivum aut negativum, quacrere debemus. 

Summus Lagrange dc casu, quo TayloriB (heorema nullum certum valorem incre- 
xnenti cojuadam funcrionis , prfeebere videtur , dirit : La regk generale eit en de. 
faut (o); sed, quamquam recte persuasum habeo, me non decere tanti viri verba 
improbare, utpote qui, quae dixit, ex inspecta rerum interna conditione hausit, eaque 
ego tenuis, ad superficicm vix tangere possum, tamen , temere non agerc opinor, si 
ab iis verbis prorsus dissentiar. 

Etenim, si sub tali fbrma accedat Tayloris serics , queraadmodum eam protulimus, 
perspicuum est, casu, quo omnes relationes diffcrentiales «* evadunt, seriera Taylorianam 
nobis praebere non posse justos valorcs positivos aut negativos incrementorum ; scd 
quaie non valcret illa series , dummodo aliam formam induissct . quae ejusmodi essct 
ut rclationes differentiales , cx quibus constarer , nullo modo , infinitc magnae essc pos- 
sint; quo casu flla series pendeat a potcstatibus negativis aut fractis ipsarum relatio- 
num differentialium necesse est : scd hacc omnia explanare et illustrarc mcum non est, 
utpote tanta sagacitate non praeditum, vel adeo in rc non vtfrsatum, qui in his, quae 
a nemine , quantum scio , iu sunt tractata , ut nil desiderandum supcrsit , aliqukl 



17. Si igitur relationes diffcrcntialcs Ita constitutae sint, ut ad maximum ant minU 



(0) Vid. ejuiop. Thtwtt dtifwetina muUjt!i»u t Prem.Paru Cbap.V. pag.43. Edit. dei«i3. 
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valorem alicujus functionis indlcandum, inscrvire non possint; in ipsa funccione 
loco valoris pro maximo aut minimo invcnct , substituratur duo alii , quorum hic cst 
minor, illc major, ct tunc cx valorc positivo a«t ncgativo increHenti, quod tota functio 
hinc acquirit, recensendum crit maximum aut minimum. Hacc rcgula generalis cst , 
eaque nobis maximum aut minimum indicet , in quamcunquc functionem instituatur, 
nccesse cst. Sed ne nil omittara , dubium aliquod rcmoverc conabor, in quo nonnun* 
quam incidimus: nimirum si detur funetto hujusmodi: 

functionis maxima aut minima rogentur, liabemus 
qua , posko |§ = 00 l»b*mi» * «= * , ergo si adsit maximum aut minimum erit 



x — c hte valor, quo proposita fuactio maximum aut mimmum fieri debet , ct cutn 

~& caetcra , etiam fiant ~ , rcgula modo repetita, hic usu vcnit: pone igitur x = c — i 

et x = c + i fietque 

f = a + * V(fi — ' — 0 = « + * V*i 
y" = a + b y(c — c + i) = * + *«/ — i; 
valor ordinatae f antecedentis cst major quam valor ordinatae j, ergo, si potcst, or- 
dioata illa y minima cssedebct, sed, quandoquidem valor ordinatae y" sequentis, (quae 
pro minimo itidcm major cssc debexet , quara ordinata y , ) sit iruagir.arius , iudicium 
certum deesse nobis videtur, quo justo modo, dc raaximo aut minimo statuamus. 

Eulerus, qui de talibus functionibus in ejus opere citato Instit. caic. dif. Cap. XI. 
S 078, ex profcsso agit , singulare nomen tribuic talibus maximis et minimis, caque 
tocat, tnasitna tt mirrima secundae spceiei; sed ccrto statuerc non ausim, utrum talia 
maxima aut minima revera lacum habeant? Etenim, si curiram construamus, ad quam. 
functb 

J = a + b V 0 — *) , , 
pertinerc potest,. apparebit, cjus formam ita cssc, qucmadmodum fig. 10 curva AB In« 
dicatur. Punctum B in hac curva , illud est punccura , cujus abscissa * aequalis csc c % 
et cujus ordinata BQ = y aequalis est a, id est; cujus ordinata cst minima, si rrri« 
ninia esse possu» Ergn cum obtincamus ordinaras imaginarias, si * pouatur major quam 
«, vidctur ut curva in puncto B tcrminetur: scd rcwera hoc non ita est: namque praeter 
curvam AB, adcst ctiam altcra pars, quae, qnainquam iraaginaria, tamcn, utpote in func- 
tionc data contxnta, a curva AB segregari ncquit, scd cum parte AB, illa pars ima» 
ginaria (quae curva imaginaria. cx. gr» sii B«») coustituit unain curvam (ABa) cujiis. 

3 = a+bV(c-fr 
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Ergo si haec opinio falsa non sit, ex ea sequitur, datam functionem ingcncre non gau- 
dere maximo seu minimo: idque tura indicatur eo, quod posito * = c - / et c + 
Incremcntum ipsius y, quod, cum uoo horum valorum convenit, imaginariura sit,'kleo 
quc diversum ab incremento, ex altero valorc ortum, cum umen pro maximo aut tni- 
nimo haec incrementa diversa csse non possint, sed utrumque aut negativa aut posN 
tiva esse debeant. 

|8. Observatio III. Invento valore ipsius *, ex qui datae functioni maxi- 
mum aut minimum vaiorem praebet, fieri potest, ut substituto illo in altera relationc 
diflerentiali , haec fiat | ; quomodo igitur , si hoc fiat , de maximi aut minimi 

pracscntia cdnvincimur ? animadvcrtcndum cst - significare aliquod indeterminaium : - ln 

o o 



neque zero, neque infinite magnum est, sed plerumque est determinaue quan- 
titatis: ad eam autem inveniendam haec adest regula: sit 



~ F (x)' 



fiatque haec relatio, substituto valore invcnto ipaius *, |: tum diferenticmur nominator 

$ (x) atqut dttiominator F (*) teparatim^ eritquc, il iterum dividantur , — ( 

vator quaesitae quantitatls ; scilicet postquam in hac functione loco * restituatur ejus 

valor inventus: quod si hac restitutione itcrum acquiramus -, codem modo erit procc- 

o 

dendum , doncc justam fractionls quantitatem uivenerimus (10). Opus autem non cen» 
seo casum exeroplis Hlustrare. 

19. Observatio IV. Saepenumero in quaestionum resolntioae acctdit, ut aequa* 
tio, ex ctijtis dilferentiali , maximum aut minimum invcniri oportet, tam implicata cst, 
ut multum operis atque laboris requiratur ad eam tracundam. Hoc casu plcrumque cle* 
gantiorem solutionem praebere possumus, si m solutionc duabus utamur variabilibus, 
qna ratione erit s = <p (*, jr) functio, cujtis maximum aut minimum rogatur: ut autem- 
redigamus solutionem , tta ut pareat regulis , de functionibus unius variabilis expositis , 
oportet, nt ex natura quac*tionis> aliam insuper quaeramus aequationem hujusmodi, 
♦ (* » JO = o , ( eaque conditionU aequatio sempcr aderit , si a friori perspicere pos» 
simus, quaestionis solutionem ab una tactum variabili quantimte pendere.) Namque eo 
modo si invenerimus. 

7)* 

(10) Rcgala demonitrara en ab III. Lagrfnge, op. elt. Paru f. Chap: V. 5.30 sqq. 1 
a La Croix, op. cit. Tom. I. 5$. 23«. pag. 4C0 »qq. i a D e^out, Ceurs 4e Mathemdtiquas 
TonulV. 5. 63 sqq, Ediu itfj. 
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£=M + N*=. • ' 

ex aequatione tonditionis invcnirc possumuc valorcm ~ , qno substituto in praeccdenti 

aequationc , obtincums aequationem duarum variabilium * 

F(*, j) = o 

ex qua resolvantur * ct j ope altcrius aequationis ♦ (* , j~) = o. 
Ejusmodi casus datur in scqucnti cxcmplo : 

so. Exemplum 7. Datis quatuor lintis 0, b , e 9 d 9 Fig. 11, inyenirt maximum, 
quadrilattrum , quod his lieitis eonfici fottst ? 

Sit ABCD illud quadrilatcrum. Si cognitus fuerit angulus DAB, intcr Uneas a et d, 
perspicuum est quadrilatcrum acquirerc figuram dcterminataoi ; quare $i hicce angulus 
vocctur *, quacstionis solutio pendebit , a detcrminatione ipsius x. Verumenimvero , 
quamvis haud difficile sit, ex quinquc dimensionibus a t b t c t d tt x , aream quadrila» 
teri invcnire, tamcn functio , qua area dctcrminatur, tractatu valde molcsta erit: quam 
ob causam ponamus angulum oppositum DCB, j t et inveniatuus aream in functione 
duarum variabilium x ct j. Nihil autem facilius: etenim 

Cum arta Trianguli BAD = JAB . AD Sin. BAD — \a.d Siiu x, 
et arta Trianguli BDC = JBC . DC Sin. BCD =r J b . c Sin. j , 

erit arta Quadr. = z = \ad Sin. x + \bc Sin. j («0." 

Jara vero, qnoniam 

AB» 4- AD* — oAB . AD Cos. BAD = BD* , 
et BC a + CD 4 — aBC . CD Cos. BCD = BD a , 
erit, substitutis valoribus, 

a* + d* — »ad Cos. x = tV* + c* — ibc Cos. j . . . . (0) 
acquatio conditionis , dc qua monuimus. 

Ex htc ipsa acquatione videri licct, solutionem difficiliorem 6eri, si area ab una va- 
riabili quamirate penderct, namque ex aequatione (|3), invenitur Cos.j in functione 
Cos. x- y hinc iterum invenitur Sin. y, cujus autem valor, erk functio implicatior, et 
substitutione in aequatione (a) facta, a variabili quantitate * tantummodo pendebit, quae 
acquatio tamcn haud aimplex crit. 

Diflercntietur acquatio (*) aupponendo tum *, tmn j essc viriabilem , eritque 

Yx~ W + & Cos. j . 

Si autem acquatio (£) differentietur, haberous 

lad . "J* . Sin. x = abc "Jj . Sin. j» 



er« 
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ergo erit ^jj = \fid Cos. * + £fc Cos, j . , 

ergo ad maximum aut minimum determinandum , erit 

. . r> • , „ ad Sin. x 

\ad Cos. x + i Cm, jr . -gj— = 0. 

Quae rcdigitur ad Gm. * o7». jr + Sin. x Cos. j — 0 ; id est 47«. (x + jr) := o. 

Ergo x + jr = o, vel x + jr = 180 0 , vel x + j = 300°. 
Quorum valorum x + jr = 180 0 , locum habere potest , quoniam reliqui absurdi sunt. 
Invcnerimus igitur, quaecunque sint roagnitudines lincarum datarum, maximum quadri- 
laterum quod his lineis construitur , illum esse, cujus anguli oppositi faciunt 180 0 ; quo» 
niam igitur 

Z DAB = Suppl. Z DCB, 

Z ADC ss Suppl. ^ ABC, 
erit maximum quadrilaterum quod quatuor lineis confici poterit, illud quod circulo in- 
scribitur. Praesentia maximi, nisi per se patcat, at certe ex valore negativo differentk* 

lis secundae colligitur : cst cnim ^ = + ^i + Cos. (* + 7). 
Sed ob x + j = 180° ideoque * = 180° — j , erit Sin. x s= Sin, j et ^ =: 

fi^ = ft'^-<',.+ '> = -'« 



- £=-(•+£> 

x + j = 180 0 crit aequatio (£) hujusmod 



hujusmodi: 

a* + d 2 — W Gw. * = b % + c a + aJc Gm. jr r 

ex qua invenitur justa magnkudo anguli DAB , si lineae *, b, c ct d determinatae 
longitudinis dantur. 

ai. Sacpenumcro autem evenit , ut aequatio diffcrenttalis = °» cl aequatio 

eonditionis ipsas variabiles tam involutas contineant, ut vix, ac ne vix quidem, ea- 
rum valores inveniantur; pervenire aemper possumus ad relationem quandam genera- 
lem inter * et j , sed ipsarum integra resolutio multis difHicultatibus laborat ; qua- 
propter istac quaestiones quibus hoc proprfum est , non, nisi gencrali modo, resolvi 
possunt, nequc paniculari . ratione cxhibcri; ct quoniam, si determtnatio ipsins m difiV 
cilior e», quam ucinatitmttur, aulh> modo cx sccunda diffcrcntiali de maximo aut mi- 
Btmo statuere possimus, opus-eat, ut ex» ipsarum problcuiatum natura maximum aut mi* 
indagemus et decetnamus- Hiccc casus frequens cst iu istis quaestionibus , iw 
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quibus variabiles utpote //««/, eosinus caetera occurrunt, quod sequenti exemplo patebit. 

93. Exemplum 8. Letur machina funicularia ACDB , Fig. n*, ex qua ptndent due 
pondcra P ct Q : sintque puncta sutpensionis A et B in eadcm linea horizontali sita , ad 
dctcrminatam distantiam; quacritur, ope Theoria de maxirais et minimis aequilibrii con- 
ditiones indagare? 

Ne nimis implicetur solutio considerationlbua difficilibus , intelligamus , funes AC, 
CP, CD, DQ, DB, ponderc haud praeditos esse. Jam vero si z est centrum gravi. 
utis totius systematis, ex Mechanica manifestum est, aequilibrium stabilc dari, si ilhid 
centrum vcrsctur in situ infirao. 

Hoc praemisso, fac AB = />, AC = a, BD — - *, CD = e t CP = c; DQ = d, 
£ ACP = jt; perspicuum est si angulus * determinaum magnitudinem habeat, omnino 
determinaum esse, figuram Machinae faniculariae : quaestio igitur pendet ab una varia- 
bili quantitate : sed ut facilius procedat solutio , ponamus insuper ^ BDQ = y ; qua 
rationc opus est aequatione conditionis. Ducantur lineae Cp, D? , perpcndiculares ad 
horizontalem lineam AB, sitque Zs, ex centro graviutis eidem lineae perpendicularis 
ducu: quod si determinaverimus Zr, ea crit linea, quae maxima fiatoportct, ut cen- 
trum graviutis versetur in situ infirao. 

Est autem cogniu proprieus graviutis centri, summam moraentorum ponderum da- 
torum rcspcctu lineae cujusdam , aequalem esse momcnto ponderis composlti, in gra» 
viutis centro positi (it), id est hoc casu 

(P + Q)Z* = P.P/> + Q.Qf, binc Zz = Lli>+J5_i_. 

Est autem pC = AC . Cos. ACp = + a Cos. ar, 
qD = BD . Cos. BDq = + * Cos. y. 
Ergo Vp = c + a Cos. x; Qq = d + * Cos. y; ergo 
Q + a Cos. x) P + Q/ + b Cos. j) Q 

z - zz _ * v + d • 

hacc cst functio quae maxima fieri debet; ejus difTercntialU est hujnsmodl: 

-aVSin. x - tqSin.y.^L 
0* £f _ 

V — P + Q " 

Quacramus nunc aequationem conditionis, ex qua invenirur 

o x 

Est hp = a Sin, x, B? = £ Sin. j, 
DE = fD — pC = * Cos. y — a Cos. x 
CE = l/(CD 9 - DE») = - (* Cos. y — a Cos. *)']; 
crgo AB = ;sa .17«. * + * J + — (* Q»/. j — a Cos. *)»] 

Cn) Vid. CU Speyert van dcr Eyk, Instlt, Phjt. % $.525. pag. 54. 
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et haec est conditionU aequatio; si diffcrentietur ac resolvatur respectu^, invenitur 

"%y (b Cos.y — a Cos. x) a Sin. x — a Cqs. x y/ [e* — ( b Cos. y — a Cos. g )*] 

•jjf ~" * (fCos.y — a Cos. x) b Sin. y -f- b Cos.y y [e* — (b Cos,y — a Coj.jp) 5 ]* 

Ille valor jam substituatur in aequatione ^ = o , quac post idoneam rcductionem in 
sequentem aequationem mutatur : 

• (P + Q) s ' fl ' x Sin ' J C<"> 7 — e Cos. x) = 
(Q Sin. y Cos. x - P Sin. x Cos. j>) VI* — C* Cos.y — a Ces. *)»]; 
haec aequatio, si conjungatur cum aequatione conditionis , inservire debet ad illum valo- 
rem Ipsius x detcrminandum , quo distantia Zz fiat maxima; et quo igitur, aequilibrii 
conditio indicetur. 

Si justo modo ex aequatione conditionis valorem ipsius Sin. y aut Cos. y % determlnare 
possemus, hujus valoris substitutio in praecedenti aequatione nobis praeberet aliam, 
prorsus a Sin. y aut Cos. y liberatam , ex qua igitur sequerctur valor ipsius Cos. x aut 
Stn. x in funcrione quantitatum datarum : verumenimvero ex aequationum forma cernere 
licet, illas ad hunc scopum minime esse idoneas: qua propter aliam viam ingrediamur 
oportet* Ez aequatione conditionis habetur 

\/[c* — (b Cos. y — a Cos. *)*] = p — a Sin. x — * Sin.y, 
bic valor substkuatur in altera, eritque 

(P + Q) Sin. x Sin. y (b Cos.y — a Cos. *) = 
(Q Sln. y Ou. x - P Sin. x Cos. y) (p — a Sin. x — b Sin.y) j 

id est devolvendo: 

* P Sin. x Sin. y Cos.y — a P Sin. x Cos. x Sin. J + * Q Sin. x Sin. y Cos. y 
— a Q Sin. x Cos. x Sin. y = ^Q Sin. y Cos. x — pP Sin. x Cos. y — 
«Q Sin.y Sin.x Cos.x + aVSin.*x Cos.y — bQSin.*y Cos.x + bPSin.x Sin.y Cos.y, 
reducendo • 

VSin.x(pCos.y—aSin.yCos.x—aSin.xG>s.yy=<lSin.y(p(&.x-—bSin.ya^^ 
shre 

P Sin t x [p Cou y — a Sin. (x + j)] = Q Sin, y ip Cos. x — b Sin. (x -f j).J, 
id esu 

P : Q = Sin. y[p Cos. x — b Sin. (x + j)] : Sin. x [p Cos.y — a Sin. (* + j) ] 

_ [ p Cos. x — b Sin. (x + jf) ] m [p Cos. y — a Sin. (x + j)] 
Sin. x — — , 

Producantur BD et AC donec sccent directiones CL et DM ponderum P et Q , in 
punctls L ct M; eritque in trianguiis similibus AC/> et AMf , 
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Ap : pC = kq : ?M, 

id est , a Sin. x : a Cos. x = p — * Ji/i. jr : f M , 

Cot. *(/>—* &«. j) 
hltJC fM = S^-j J —; 

t> Cos. x (p ~ b Sin. y~) 
ergo DM = ?M — ?D = -c,>TT ~ — * Cos.y — 



p Cos. x — b Sin. y Cof. x — b Sin. x Cos. y _ / > CW. x — 3 .S»i. (j -f j f). 

•Sf». * "~* iSmi. * ' * 

siwili modo scquitur ex triangulis />LB ct B^D 

_ p Cos.y — a Si». (s -4- j) 

c " si^! 

Ergo habemus scqucntetn aequilibrii conditioncm: 

P : Q = DM : CL. 

Id est : si pondera sint inter se in raiiono inversa linearum DM et CL , adcrit stabih 
aequilibrsum ( ia ). 

Hacc igitur cst conditio generalis , quae valet , quaecunque sint lineae a , * , c , d , a 
ct p : his autem datis detcrminatam magnitudincm liabcbit angutus *. Ille autcm , ut mo- 
nuimus, facili ratione ex aequationibus supra inventis non dctcrminatur : atquc illa dc- 
terminatio tum ettam est impcdita, si alias conditiones adferamus, sive ex liguraipsa, 
sivc ex Mcchanices principiis quaesitas ; ita ut mclius videatitr , hic subsistcrc , quam con- 
sidcrationcs inirc , quibus nil proficimus, ct quibus bonae horac consumuntur. Cum> 
etiam non opus sitindagare, utrum valoripsius *, rcvcra praebeat maximam distantiam, 
centrum gravitatis inter, atque horizontalem lineam AB; illam enim proprietatcm ad 
quaestionem solvendam statuimus. 

13. Observatio V. Quae huc usque tradita sunt Exempla, seroper cjusmodi fue» 

runt , ut valor ipsius * ex aequationc = o facile resolveretur , utpote hae aequationes 

QX 

erant primi gradus. Sin autem in his aequatlonibus potestates ipsius x adessent, ideoque 
acquatio habcrctur superioris gradus, constat, talcm aequationem, si summae potcstatis 
exponcns sit «, pracberc n valores ipsi*: hi valores ejusmodi esse possunt, ut singuli 

praebeant valorcm positivum aut negativum Ipsi ^-4; crgo videtur ut hoc casu quamplura 



maxima et miniraa locum obtincre possint, cum umen in eadem functioae unum tantum 
maximum, unumque minimum adesse possit. Hoc autem plcrumquc sequitur, ex forma 
particulari functionum, quae diversis conditionibus simul parere possunt; sive potius, 
si tales fuuctiones referantur ad probleoiata , eadem functio ad plcraquc problcmata simul 

per- 

(ra) Cf» Cl. de Gelder, BeginuU* dtr Sttlkuott, II Afd. V HooEdsc. aa Vraagscuk, bl. 
307 — 3c8 In fine, Edii. 1. 
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pertinere potest, quae problemata, arcte cognata aunt ; sive tribuendum est transforma. 
tioni cuidam, quae in data functione adhibita est, ct ob quam, omnes valores invcn* 
ti locum habere neqneunt. Et tum , ut justum maximum aut minimum indagetur , con* 
aulendum erit , quinam valores ipsius * cum problematU natura c >nveniant. Optime boc 
illustrabitur sequentibus Exemplis. 

•4. Exbwplum 9. Jn dato circulo Fig. 12. inscribere Triangulum, quod habeat 
maximam aream , omnium triangtilorum quae in eodcm circulo colkcari potsunt : ita aw 
tcm ut angu/us B sit dup/o angulo A aequalis f 

Ponatur radius, circuli = i, /. A = * , erit Z B = ix, et ^ C = 180° — 3*. 
Demittatur ex centro M pcrpcndiculum MD in latus AB, crit, ductis lineis MA, MB, 
"MC , AD = AM . Sin. AMD sed Z AMD = ZACB ( 13 ) , ergo AD = JAB = 
b Sin. ( 180° — 3») = * Sin. 3 x, et AB = 2* Sin; 3* ; 
crgo si ponatur diameter circuli a , erit AB = a Sin. 3*. 
Simili modo erit 

BC = a Sin. BAC = a Sin. x; AC = * Sin. ABC = a Sin. fce; 
cnde cxstat haec proprietas: latus quodcunque trianguli , in circulo inscripti , aequatlt 
£St circtHi diametrot multipiicato per tinum angu/i t huic lateri oppotiti. 
Area trianguli aequalis est huic producto 

JAC X BC . Sin. BCA, 
Jd eat, si area vocetur y, 

y = Ja* Sin. x • Stn. ix . Sin. gx. 
E6t autem ' Sin. x = Sin.x, 

Sin, ix = a Sin. x Cos, *, 

Sin. ^X = (4 C»».** — 1 ) Sin. x i ( 14 ), 

efgo yszd t Sin.ix Coi. *(4Cm.**- 1) (*), 

et haec functio maximum valorem acquirat oporteu Si differentietur habemus s 

= a » [3 Gw.** - .»«.»*] (4 G*.** - 1) - ia* Sin.*x Cos.*x = o. 

Ergo cnm dividi possit per a* Sin.*x, erit, 
( 3 Cm.** — Sin.*x) (4C«.** — 1) — 84W/».** Cw.** = o, et Sinjx = o. 
iS/«. 9 * = o autem rcjicicndus est, quoniam angulus A nullus esse nequit, altera autero 
aequatio , si rite reducatur , obtinemus tandem : 

94 Cos.*x — 16 Cm.** + l = o, 
quae si methodo cognito reaolvatur , erit, 

. Cos. * = ± &tf(ia ± 3 Vio), 

(13) Vid. CL de Ge*A«U*egi*uUnder ifi*/j»»i/,'V-Boek, XX SteJtag. 

(14) Vid. Cl. de Gelder, op. modo cic VIII Boek, XIII Stelling. 

E 2 
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♦ 

ec quatuor valores quos ipsa * habet, ernnt: 

* = 30 0 35' 9" sive * = 140« 34' 51*, 

x = 71° 5»' 18" sive * = 108 0 7' 4»". 

Porro si in differentiali prima loco Sin.*x substicuatur (1 — Gm."*)» erit 

^ = a a (1 — Gu. 9 *) (4 Cos.*x — l)* - «* a C«.** (1 - Cos.*x) =. 

a 9 (1 - G"."*) 0<5 - 16 Cos.*x + 1), 

ex ea porro invenitur: 

2"* = [144 CoiS x — 160 Cos.*x + 34] Jlte. * Cos. x: 

In hac aequatione diuerentiali, valores inventi ipsius * substitui oportent, ut 
mo aut minimo iudiciuin feramus. . ♦ 

Jnvenitur autem tx 

Cos. x = + J VO» + 3 Vio) • » • Sfn. x = + $ V(*4 — 3-Vlo), 
Cos. x = + *V(i* — aV-o) . . , Siru x = + iV0»4 + 31/1©), 
Gw. * = — J VC" + 3 V") . . . Sin. * = + J VC«4 — 3 V™), f 
Cos. x = — * VC" — SV/io) . . . Sin. * = + hV(M + 3 Vl°)i. 
ainc invenitur 

Sin. x Cos. * = + A VC 2a + 4 Vio), 
* Cos. x = + VC" — 4 Vlo) , 
Sin. x Cos. x = — T YV(29. + 4t/lo), 
«Sw. x C«. * = — iVCaa — 4 V*o). 
Porro , cun» . , 

l^.*= + iVCM + 3Vl«>?^\J"^.**= + «j(4+ Vlo)ctG>/.4*=/ f (l3+4t/ioJ r 
Cw.x=±JV/(ia + 8V»o)5 JJt. iaw.**=+TV:4 — Vio)etOw^*=^(i3-4l/lo), 
si hae functiones in secunda differentiali ponantur, habemus: 
P» Coj. x = ± i V(i« + 3*<»o) 
fict 144 CosAx — 160 Gw. a * + 34 = 6| — 5J V«o : id est, negatha, 
Pro Gw. * = ± JV^C" — 3 Vio) erit 
144 Cos.*x — 160 Cos.*x +34 = 6f + si V I0: ideoque positha. 
Cum prioribus valoribus ipsius Cos. x, id cst, cum Cos. x = ± J VC ,a + 3 Vio) 
eonvenit : 

Sin. x Ces. x = ± ^ VC«* + 4 Vio), 
cum Cos+x = ± J VC l » — 3 Vio) conveniu »Ji£«.x Cos^x s^^VC*» — 4 V 1 *)» 

«rgo fiet x-. . • . = <± A C«5 - 5j Vio) V(« + 4 Vio) 



»« 
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Et cum in priori aequatione 6f — 5IV 10 » est nagativa patet: 

Cos. x = + J t/O» + 3 1/«°) pracbcre maximum % 

Cos. x = — \ 1/(1* + 3 Kio) minimum , 

Cm. * = + hV(l* — 3 1/I<0 minimum , 

C»/. * = — JVO* — 3^io) maximum. 

Ergo videntur duo adesse maxiroa et totidem roinima , cum tamen in problemate no»> 
tro unum maximum tantum , unumque minimum locum habere queat , Yldeamus ex pro- 
blematis natura , quodnam sit illud maximum aut minimum. 

Conditio , cui problema subjectum est , io eo consistit , ut ^ B- = a Z A = a* , et 
cum exinde sequatur : 

c = 180° — 3*, 

patct 3* semper mmorern esse debcre quam 180 0 ; cum vero * = 39° 15' 9" huk 
comlitioni pareat, nequc alii valores ipsiusx; sequitur, quoniam invenimus Cos.x = 
JVO 2 + 3^w)»'i C5tI = 39' a 5' 9" maximum valorem pracbere, id est, arcaui 
trianguli fien maximam, si angulus A uianguli huic valori * aequalis sumatur; scd 
minimum non adesu 
Si autem funcuonemt 

y — \a* Sin. x . Sin. ax . Sin. $x, 
consideremus tanquam functioncm , neque rclatam ad quoddara problcma , illa functio !ia- 

'bebit maximum et minimum. Maximum six= 30 0 »5' 9"; mitiimum si x = 71° 50' 18". 
Namque uc invenerhnus duo maxima et duo minima , tamen ad unum scparatim redigon* 
tur : quoniam * = 140° 34' 51" = 180° — (39 0 05' 9") , eundem simm habet ac 
x = 39 0 *s' 9"» « * = 7»° 5*' »d eundem sinum pertinet, ac * = 108° 7' 41": 

c diio autem maxima et duo minima exinde ortf sunt, quoniam functio , de qua loqui- 
mur, transfonnata est inaliam, hujusmodi 

j = «° Sinjx Cos.x (4 Cos. 2 x — i) r 

quae forma admodum diversa est a priori functione. 

35. Exbmplum 10. lisdem positis , rvgetur arigulum x ira determinart ut perimeur 
trianguU evadat maximum? 

lnvcnimus supra AB = * Sin. 3*; DC = a Sin. x ; AC = a Sin. 2»» 

Ergo Periraeter = y erit : 

y = a (Sin. x + Sin, 2* + S/n. 3.t)v 

<t usdetn reductiontbus ac in praecedenti exemplo adhibitis : 

7 = 2« Sin t x Cos. x (.1 + a Cos. x) r 

ergo cum y maximum fleri debeat , habemuas 

|^ = a»Ca).** (1 + 3-Cw. *) — a« Sin.*x (r+a Cot. *) — 4«<i — C». a x} C?/.*=o. 

E- 3, Quae 
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Qtiac si ritc transformetur, acquiriinus» 

^ = 6 CosJx + 2 Cos.*x — 4 Cos. x — i = o, 

pone Cos. x — z t erit 

6*» + aa* — 4^ — i = o . . . « . («)» 
acquitio tertii ordinis , ex qua valor ipsius x pro maximo dcterminandus erit. InstJtutis- 
hoc loco iis, quae in prima observatione dicu sunt, apparct, radices bujus aequarJonis 
omnes esse diversos, qua propter hi radices ex aliis fontibus haurire debent: si v. c. 
acquatio resolvatur secundum methodum approximativam 111. Lagrange (15), quam 
resolutionem , brcvitatis gratia , hic non descrtbam , obtincmus valorem ndicis poshivi 
maximi: * = + 0,78551 = Cos. x t 

qui numerus, gradibtis expressus, siguificatl * = 38 0 14' it". 
Ex prima diffcremiali sequitur: 

^ = — 18 Cos.* x Sin. 1-4&1.X Sin. x + 4 Sin. x, 

id cst, = [— 18 Cos.*x — 4 Cos. x + 4] Sin. x, 

Cum x minor sit quam 180°, erit Sin. xpositiviut» ergo ex 
— 18 Cos.*x — 4 Cos. x + 4 , 
recenscnditm cst utrum maximum aut minimum adsit. Valor ipsias Cos. x f (si ad ntt- 
uieros intcgros solummodo attendamus , ncquc ad fractioncs decunaks,) pracbet, 

s - 9 Sin. x. 

o x 

Ideoque si x sumatur aequalis 38* 14' 11", perimcter trianguli, in circulo inscripti , 
erit maximum. Inquiramus autcm in reliquos radices aequatiouis finalis («): cum 

z = 0,78551 , 

littjus aequationis sit radix, erit z — 0,76551 = o ejusdcm aequationis factor; si igitur 
aequatio 

6z 3 + az a — 4* — 1 = o 
dividamus per z — 0,7855' = °» obtinemus 

6z x — 2,71306 . z + 1,86886 = 0, 
guac si rcsolvatur, habemus 

* = 0,0*609 ± \ V — 9,38799. 
Ergo reliqui radices aequationis (») sunt imaginaril: et eam ob causam z =0,78551, 
sive * = 38 0 14' 11", praebebit maximum quaesitum. 
«6. Exemplum xi. /Vfr. 13. Sit AB yecth i horizontalis a . immobilis. Ex , 



(15) Vid. CU de Gclder, Betizvknder Sttlkuzu, IIAfdecJ. XI Hoofdst. L«. B. $. 73 *. 
Edic I. 
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tatibus A et B pendeant duo funes AT et BTS , quibut adnsxa sunt trochka T et pondus S. 
(fc/<w&/ funis BTS «ra» fl.wm T ducattir, omtiis systema oscillat , </iw« //» aequilibrio 
vcrsttur: quaeritur atttem posttio pondcris S /« aequilibrio; posito scilicet , w?«<r /«/?« «*• 
trochlcam , ponderc cssc pracditam ( 1 5 ) ? 

Ex Mcchanices fundamentis liquet, aequilibrium stabile tum adfore, cum centnim gra- 
vitatta omnis systematis, quantura fieri potutt, descendit : ergo cum funes AT, ct BTS, 
et Trochlca T ponderis experta sit , centrum gravitatis ponderis S , cst centrum gra- 
vitatfo systematls , idque versatur in situ infinio , cura vcl maxime a vectc AB est remo- 
tum, ergo linea Verticalis SU, maximum fiat nccessc est. 

Pone igitur AU = *, AB = «; sint longitudines funium AT et BTS, * et <?, 
que BU = a — x. 

TU = t/(AT a — AU 1 ) = V(** — **). 

BT = VCBU" + TU 1 ) = vT(« - *)* + 0* * a )] = VI* + ** - 
Ergo TS = BTS — BT = <r — 'y[ a* + b* — „*] , 

" e* SU = 3 = TU + TS = c — Vl> 9 + A* - »«*] + V(** - **)» 



hmc > - V[* a + ** - s«J ~ V(* - *») - °' 
undc a V(** — *") = .* VC** + * J — a<**]> 
8ive _ = fl a * a + b*x* — m*> f 

vel - (m* + * a ) x» + « a * a = o . . . . («), 

autem aequatio dividi potest per x — a t nimirum: 
aax* — _**» — **** + = (* — *) (a<«* - *»* — *««) _ o, 
ergo radices aequationjs diffcrcntialis inveniuntur his aequationibus, 

x — a = o, lax* — b*x — b*a _ o . . . . (/3), 

ex prima aequitur * = <a atque ex altera x = — + - V(** + 8a a ): quandoqul- 

^a t^a 

b b % 
dem V(** + 8<a *) noajor est, quam b, erit — V(** + 8 **) niajor quam — ; ergo 

radlx x-~-^- VV* + ««*) ** negativus» 

7>*7 _ «** V(* a — x a ) - ax v>* + ** — 2*0 — «* — *»" + gflx 
"j? _ (2f*~^ **)"(** + ^ - a„) } 

1n Mc aequationc, si snbstituatur x ■= a, crit, 

_ V(* a - a*) - fl a V(P - /» a ) - C& 2 - *Q _ a» — «* — V(» a -a») 
V - (4 1 - a 1 ) 1 (*»-«*) V^^^ 5 )' 

Si * = a praeberet maximum , pondus S penderet in situ vcrticali BS et oporteret ut 

eo 

( 16) Desnnwi hoc exemplum ex opere «aeplui cltato III. de rtlopiti! , Seo.HI. Eiemp.XH. 
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co casu * = ah major sit qiiatn a = AB. Sed cum ex secunda difFcrcntiaU pateat 
x — a pracbere minimum , iste valor excludamus necesse est; quoniam i*. minimum 
adesse nequit et a°. pondus S eo siui , spontc sua in aequilibrio versatur, sinc. opcra 
trochleae, quod in nostro exemplo minime postulatur. 

Si radices x~— + ~ V(*« + 8«») tt x = - — — ~ VCi* + 8«»») sepa- 
40 4« t" 4" 

ratim in aequationc sccundac differentialis substituantur , patcbit priorem valorem ipsiusjp 

rcddcrc cam dilTercntialem rclationem ncgativam , altero autem illam positivam fiere. 

Vidctur igitur maximum adessc atque minimum : sed praeter quod minimura adessc ner 

qucat, ex eo ctiam hoc patet , quod * = j a - VX*' + »*«), quamquam satisfa. 

cikt acquationi (£), tamcn aequationi («) non convenit: huic aequationi aker valor 
ipsius x satisfacit ; sed quoniara orta est aequatio («) cx transformationc aequationis, 
in qua incrant quantitatcsirrationaks , eam ob causam primus valor locum babere sem- 

. b 

pcr nequit (17). Ergo hic rejicicndus est, etsi sumatur AU = j= - +- 

crit linca vcrticalis SU,iinca directionis ponderis S. Dc 1'Hopital alio etiain modo 
solvit quacstioncm, qua ratione pervenit ad banc enunciationem: centrum grayitatis ha- 
btrc situm infimum , si anguli BTA ct AT$ sint acqualcs. 

27. Casus, quem in hac obscrvatione memoravimus, et , ut opinor, satis superque 
iliustravimus , sacpissime locura habet. Rarissimc cnini acquationes diJTcrcntiales , 

= o sunt primi gradus. Sic etiam sohitio hujus problematis pcndet a solutione 

aequationis tcrtii gradus. Jn dato globo collocare conum rcctum , ita ut cubus , qui in Aoe 
cotio potcst includi, maximam soliditatem acquiratf Et «ic etiam in plerisquc aliis casi- 
bus, sperare non possumus, fore, ut solutio pendeat ab inventionc radicum aequationis, 
quae , ad minimum , est tcrtii gradus. 

a8. Obsbrvatio VI. Quamquam thcoria exposita gencralis sit , ideoque valeat, 
quaccunque sit relatio intcr variabiles x et 3, sive haw relatio cxhibeatur aequatione alge- 
braica , sive transcendentali , umen unicum exemplum ponamus de altero casu. 

Exbmplum ia. Invcnire maximas aut minimas ordinatas curvae transccndcntalis ABC 
Fig. 14 , cujus aequatio est 3 = x* , posito OX axcm abscissarumf 

Ex curvae figura apparet, cum pars BC stiperne ad infinitum procedat, 3 obtinere 
non posse maximum valorcm; scd in puncto inlimo D, 3 habebit minimum valorem. 
Ponatur x = o, erit 3 = AO = o° = 1 , 
ponatur * = t = OP, erit y = PB = 1« = 1 ; 
crgo valor ipsius *, qui rcddit 3 minimum , cadat inter o et t necesse esu 

Ut 

( 17) VU. de Gelder, Begtm. Steik., $. 517. pa^. a*S. 
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Ut autem proposita functio differentietur , primum opc Logarithmorum reducctur ad 
hanc functionem Log. y = x Log. x, 

Hujus diffrrentialis est 

~f=T>xLog.x+T>x, 

sive ^ = y Log. x + y = ** Log. x + ** , 

ergo pro maxinio aut minimo crit 

y Log. x + y =.0 sive Log. x = — 1. 
Ergo cum sint aostro Logarithmi casu Ncperiani, si e significet hasin Logarithmo' 

rum Neperianorum sive Hyperholieorum , erit, ob Log. «» = jb, * = «—• = -; 

est autem <s = 9,7:82 caet. (18), ergo i erit major quam o ct minor quam 1, ud 
monuimus. Et qiioniam differentialis secunda, nimirum 
U = ^[L + (l+^.*)«], 

substiruto * = -, fiat positiva , omnino minimum aderit. 

P 

In hoc exemplo adfuit aequatio 

Log. x + 1 = 0, 

atque ex ea facilc inventus est valor ipsius x: scd aequationcs transcendcntales , ad quas 
in quaestionibus de maximis et minimis pervenjre possumus, majoribus saepe drfficultati- 
bus in resolutione laborant quam si ad aequationem superioris gradus ducaraur: etcnim iu 
involutac talcs aequationes esse possunt, ut in series devolvi debeant, ad valorem quan* 
titatis variabilis detcrminanduin ; qui tamen, si hoc accidat, non nisi appropinquande de« 
tcrminatur : immo si talcs scries vel maxime divcrgant vel si aequationes admodum sint 
involutac , vix , ac «e vix quidem , praebere possumuf solutionem. 
Hujus casus spccimen datur in hoc problemate : 

Inter omnes sphaeroidet , qttae eanefem habcnt soliditatem , cato inyenire quae maxlmam 

Hujus problematis solutionem htc non praebeatn, quippe quae longa sit, sed inveni, 
si o* significet datam soliJitatam , ct t semi-axis major sphaeroldis , u ejosdem minor 
axis , invcni inquam , scqucntes aequatioys ad determinandas * et 0: 
i° U**" = o** 

tf. ,i»[«CiW-9*)+9*3-9*^ 

et 

(if) Vid. Cl. de Gelder, Stelk., %. 800. btidr 447. 

F 
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et quis cst qui alter3m aequationcm resolvat? 
29. Observatio VII. Quod ad functioncs implicatas imius variabilis, in hte, haud 

raro cst, acquationem difTercntialem ^ = 0, (quae, ut x ct y deterrainentur, conjungi 

oportct cum functione data £ (* , .7) = o , ) vcl maximc implicatam cssc, ita 'it opiner, 
casus, quibus ejus rcsolutio facilis est, profccto haud mukos essc: etenim cum omncs 
acqttationcs rcferri possint ad curvas lineas , si tantuminodo de curvis agamus , nullae 
sunt , practcr scctiones conicas , quae facilcm solutionctn admittunt ; liarutn cuiin curva» 
rum acquationcs sunt sccundi gradus, hi.jusmodi, 

y* + axy + l>*' + c) • + dx + e = o, 
quoJsi acquationes implicatae, ad alias curvas pcrtineaut, simul ctiam erunt gradus su« 
perioris. 

Casus atitem singularis quo aequationes implicatae , faciliori quodam modo tractari pos- 
sunt, omittcndus non est; nimirum st functiones ita constitutae siut, ut ipsac variabilcs 
in iis non occurrant implicatae , id cstut in iis nulli termini adsint hujus foraac Ax- .y , 
scd si hae variabiles oranes a se inviccm sint scparatae, simplicior aliquantum fit regula ; 
namquc cum tales functioncs in hdc gencrali functione contincantur 

X+Y = o, 

ita ut X sit fucctio ipsius x t Y functio ipsiusjr, aut vicc versa (19) , si maxitmim aut 
mtnimum quacratur functionis 

X + Y = o, 

utraque functio tum X tum Y fiat maximum. aut minimum necessarium est; «j autcm 
idcm rogctur de functione 

X - Y = o, 

oportet ut pro maximo , X evadat niaximum , Y autem roinimum, ct pro minimo omnino 
requiritur ut tum X tum Y fiant niaxima. Itaque rario fil simplicior : namque ut totitts 
functionis maximum aut minimum habcatur, suQkict sl utriusquc functionis maxiraa ct 
miniraa datermuieauir ct convenienter funciionis formac conjungantur (co). 
36. Obsbrvatio VIII. Ad maximum aut minimum indicandum, opus est utinvesti- 

gcmvts utrum aut, si haec evanescat, evanescente ctiam m |2 et sic porro, 

lial-cat valorcm Dcgativnm aut positivura i focimus hoc in omnibus exemplis, huc usque 
allaiis, scilicct tlteoriae illustrandac gratia; sed semper hoc non requiritur: pracsertim 

in 

(19) Ejusmodi functio en v. e. y* — Rj 3 + i8j* — Sy ± ( x 3 — 3** — 3*) =0; 
proprie t»li$ functio non cst iiupficau, scd tamcn ad cas rcforrl salcem potest , quandoquidcm 
metius sic traccatur, quam utpotc functiu simpiex y — Q (jt). 

(30) Cf. Eulerns, Op. Cir. Cap. X. 5. a8<5. ubibujuj casus exempla abunde occurrunt. 
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iniis casibus non opus cst tali invcstigatione , inquibus apriori, sine ullo dubio sciarmifs, 
niaximum adesse dcbere, minimum autcm non possc, et vicissim muiimum locum habere, 

neque maximum: uamquc si hoc ccrto sciamus, profecto illc valor ipsius *, cx =0 

inventus, talis erit, qui illud roaximum aut minimum producat: neqne tum secunJae dif- 
fcrentialis investigatio necessaria est: dummodo eos casus excipias, quibus x quamplures 
diversos valores acquirit, qui de maximo aut minimo dubium aliqnod ponum. 

Sic ctiam de compluribus acquationibus juJicium ferre possumiis utrum valores maxi» 
mos aut minimos attingcre possint , ncc ne , ct nonnumquam ctiam valor ipsius imxinii 
aut roinimi oculos incurrit; quibus casibus igitur nulla rcgulac cxpositae applicatione 
opus cst. 

Sic verbi causa ex forma gcncralis acquationis , qtiae pertinet ad curvas parabolicas , 
j — a + bx + cx* + dx 3 cact. 
ceniere licct, j habcre minimum valorcni = a t si x ponatur zero: maximum autcm non 
obtinet locum , quoniam jc ad infinitum crescere potest, sine eo, quod aliquando de- 
crescat, sive aliquem accretionis liuiitem attingat. 

Slt 3 = a + bx + cx 3 + dx* caet. 

aequatio gcneralU curvarum IljptrboUcarum. Si aequatio a + bx + cact. habeat radi- 
ces reales, quibus Ula aequatio nihilo aequalcs fiat, aequatio posita totics fiet 00, quo- 
tjcs talis radix occurrit, ideoque j non gaudcbit valore maximo : et quandoquidcm , si x 
induat valorem negativum, j minuitur ad infinitum, neque ctiam minimum habebit locura. 
Verum si radices aequationis a + bx caet. omnes sint imaginariae , nullus adcst valor 
Tealis, quo Ula aequatio nihilo aequalis fieri potest, ergo si hoc ita sit, j ad infinitum 
non crescit , sed aucta x tandcm decrescet j ad infinitum ; idquc obtinct sive * sumatur 
positiva sive negativa; quapropter tali aequationi maximum quidem, non antem minimum 
inest. Quid vero sit illud maximum aut minimum , id apparct cx applicationc theoriae 
expositae: namque ex forma aequationis, ccrto modo hoc non colligitur. 

Simile ratiocinium valct de aequationibus hujusmodi 
_ A -f B* + Cx* -f Dx* caet. 
y ~ a + bx + cx* + dx* caet. * 
quae pertincnt ad curws Ilyperbolico-parahlkat ; et de aliis aequationibus , quas variis 
uodis ponere non difficile csc 

31. Obsbr.vatio IX. Quae huc usque dicta sunt, satis, ut opinor, theoriam cx* 
positam illustrant, et quomodo in nonnullis casibus agendum sit, evidentcr monstrant ; 
idcoque buic primo capiti finem imponcre possumus : sed abesse non possum , quin bre* 
viter jam moncam, quo pulchro clegantique modo, tummus Eulerus, maximorum et 
minimorum theoria ususest, ad indagandum, utrum aequatio quaedam tupcrioris gra- 

F a dut, 
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dus , radices habcat reales seu imaginarias , et qui sint limites iutra quos hi radices ctm» 
prchcndt/ntur, 

Fusc prolixcquc lianc matcriam tractarc non possum , quippe a scopo atiquantuui remo- 
tam; sufliciat breviter explicasse, quibus principiis nititur investigatio. 

Sit igitur z = *• + Aa— « + B.t— » + Ca— s + caet. 

acquatio gencralis supcrioris gradus. In hac acquationc si x successive acquatur numeris 
1.0.3 caet. , acquiret z quosdam valores; quodsi x tanquam abscissam , z utpotc ordi* 
natam curvac lincac spcctctur, eritcurva, ad quam liacc acquatio pertinet , talis, qualis in 
Fig, 15. dclincaia est. Si acquatio habeat radiccs rcalcs , ista curva ABCDEFGH , seca- 
bit abscissarum lincam OX in tot punctis a,b, g caet. , quot adsunt radiccs reales ; 
namque si adsit radix rcalis, fiet hftc radicc aequatio- gcncralis nihilo aequalis (ai), ergo 
erit z = o, id est, hoc casu curva secabit abscissarum axem in aliquo puncto; et hoc 
perspicue toties accidit , quotjes z fit nihilo aequalis : tot igitur puncta ct curva ipsa et 
abscissarmn linea habebunt communia , quot sunt rcalcs radiccs. 

Si autem adfucrint radiccs imaginariae , his solis valoribus imaginariis aequatio proposira 
evar.escat, ct nullus adsit valor realis, quo nihilo acqualis fiat, necesse cst. Ergo hoc 
casu , curva ncutiquam sccabit abscissarum axcm. 

Jam vero sit x = Oa = p radix realis, quo acquatio evanescit; sit item x — q — Qb 
alia radix; ergo intra lirmtes * = />ct* = ^, s primum cst o, dein crescit, sod cum 
mox , posita * = q , iterum evanescat , oportet ut intra limitcs crescat , deindc dc- 
crescat, ideoque intra hos limites, maximum quemdam valorem *F attingat : quod si * 
intra x = pcix = q t habuerit valorem ncgativum , accipiet z , posita x = q -f a , va- 
lorcm positivum. 

Est autem pcrspicuum hos valores maximos Fr, E/, Gd t ipsius z nullos ab'os esse, 
qcatn radices acquationis difterentialis 

~~ — nx— > + (» — 1) Aa"-* + (« — a) B*»— » + caet. = o. 

Si aequatio proposita habeat radices reales, habeat aequatio differentialu etiam reales 
radices ncccssarium cst. Fac igitur hos radices acquationis differcntialis etse m, 0, y 
cact. itaut* sit maximus , reliqui autem ordine minores sint: jam vero , si, posita 
in acquationc gcnerali x s= « = O/ , fiat v. c. z = A' = Ef positiva , atque si , 
posita * = /3 = Oc, fiat s = B' = cF negativa , pcrspicuum est, intra limitej 
« et /S, x Inbere talcm valorem, quo aequatio gcnenilis nihilo aequalis fiat; nam- 
quc nt quantiias z , a positivo sutu , cvadat ncgativa, oportet ut in aliquo puncto a per 
zcro, ut ita dicam, iransicrit; ccgo intra limitcs x = « et * = $ aderit radix realis. 
Si autem ex duobus valoribus x = y = Od ct * = i = Oe , s mancat positiva aut 

ne< 

(ai) Vid. CI. de Geldcr, n s i»s. d.r Sulkumt , II Afd. VIII HoofJit. $. 6tf. p»g. 33L 
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ncgativa , indicimn hoc erit , curvam lineam , intra limitcs y ct i nusquara secare lincam 
OX , ideoque intra hos limites, nullus aderit radix realis, scd illa crit imaginaria. 

Ex his quam lucukmissime apparet , qua ratione ex radicibus aequationis difleremii- 
lis , judicarc possumus , mrura proposita seu primitiva aequaiio habeat radices reales scu 
imaginarias , ct qui sint harum radicum limites. 

Sit v. c. ** + Ax + B = z , aequatio generalis secundi gradus , crit 

:= ix + A = o. 
V ■ 
Uode x — —■ JA. 

poaito in data aequatione * = — JA, «it 

s = }A« — |A a + B = B — |A* , 
posito * = o erit * = B; et hinc concluditur, si B esi positiva, B — |A 9 autem ne- 
gativa, id cst JA* > B, aequationem habcrc radicem quac major est quara B, minor quam 
JA* — B. Sin autcm B — JA a sit positiva, id cst B > JA a , erunt radices imagU 
nariac ; ct vice versa ( aa ). 

Eulcrus fusc dc his omnibus agit in suo opere citato, Cap. XII et XIII, et quas- 
dam applicationes profert ad acquationcs cubicas et biquadratas. 

Cacteruro, quamvis elegans profecto sit haec applicatio thcoriae dc maximis ct minimii, 
tamcn confitendum est, nos cuin nullu roagao fructu lianc nietliodum, in aequationutn 
resolutionc adhibere possc; quandoquidem et ipsa rcsolutio aequationum diflercntialiura 
isstitui debet, etpracsertira cum adsim aliac Mcthodi, quibus, ni citius, at certc accu- 
ntius , radicum limites indagantur.; 



CAPUT SECUNDUM, 

DE MAXIMIS IT4I1NIMU PUNCTIONUM DUAtUM VARIABILIUM ~ 

Q UANTITAT UM. 

i. Exposita itaque thcoria de maximis ct tntnimis functionum unius varlabilis , 
jr = <p (*) « # C*»^) — 0 » ftcile nunc ctiam indagatur, quiJ ficri oportca:, ut 
fuiictioncs quac duas quantitatcs variabilcs continent, (et quac vulgo sic propommtur: 
x z=. $ (x t y) vcl Q (x, y, z~) = o,) maximos aut minimos valorcs attingaut. Ete- 
nim cum quaevis functio duarum variabilium , duplici modo dillcrcntiari possit, scilicct, 

po- 

(aa) Cf. Cl. de Celder, Btgint. i;r Ste/i., II AfJ. III HoofJit. $. 509 et 510. pag. 31 a. 

F3 
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ponendo tiim * variabilcm , ct y constautcro , tum y variabilem et * constantem , sivt 
poneudo utramquc quantitatcra ct i et 7, siniul variabilcm , cam ob causam, si hac 
cotisidcratione utamur, rcgulae, supra expositac, suilkere videntur ad componcndas rc- 
gulas, quae spectant theoriam dc maximis et mitiimis functionum duarum variabiliura. 
Namque si in functione s = $ (s, v) ponamus y consumtein, * autcra variabilcm , 
functio illa omnes habct proprictatcs functionis unius variabilis , crgo si agatur dc maximo 

aut mijiimo, = o essc oportet, atque ex valore positivo aut negativo ipsius , 

minimum aut maximum discemendum cst , caettra. Contra si x ponatus constans , y va» 

riabilis, simili modo oportct ut ~~- fiat nihilo acqualis, et in illo maximi aut niinimi 

puncto ~£ ncgativa aut positiva evaJat ncccssc cst. Igitur si dictae convenicntiac ra- 
«M 

tionem habcatur , sponte scquitur , si * etj simul variabilcs spcctenttir , ctiam pro maximo 
aut minimo ~~ et simul evanescere debcre: quodsi valorcs ipsarum jrety, exliis 
diiTcrcntialibus relationibus liausti , ita sint , ut et simul ficiant ncgativas aut 

positivas, indicium adcrit maximi aut miniml: si cvancscant , recurrendum eat ad tertiam 
diiTcrcntialcm, et sic porro. Sin autcm hae conditioncs non inveniantur, certl sutmls 
nullum maximum aut minimum adesse. 

9. Hoc modo eaedcm rcgulae , quae nobis inserviebant* ad maximum aut miniminn 
functionum unius variabilis investigandum , etiam adhibcri posse videntur in functionibu» 
duarum variabilium. 

Revera si in tali functione quantitates variabiies * et r, alternatim varicntur, regulae 
indicatae prorsus sufliciunt: sed cum istae variationes simul fiunt, oportet quidem, ut 

^ et , simul evanescant, scd , uti mox ostcndemus , fieri poterit ut, quamquam 

~\ a z "V~ 

75** Ct "ib* SimUl 5 ' Rt MSltivae aul P° sitivac » taraen nuUumaniximum aut minumim 
adsit. 

3. Quemadmodum indicavimus, sic Eulerus rcm consideravit (t). Lagrangc 
autem primus fuit, qui detnonstraverit quod dictum est, nimirum, indickim maximi aut 

roinimi, non solum ex valoribus positivis aut negativis ipsarum 2_ 4 et " ~ , dijudicanduin 

essc, scd ad lias couditiones aliam ctiam acccdat, prorsus oportere. Exposuit hanc Thet* 

riam 

( 1 ) Vid. ejus opu» cit. Inuit. Cale. DIJT. Cap. XI. $. ajo sqq. 
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riam in Tomo primo MisceJlaneorum Taurincnsium (Melanges de Turin) pag. a8 sq ). 
Kccherckes sur les Mcthodes do Maximis et Minimis. Postca nlio tnoJo iJem explicavit 
in cjus opere Thcorie des fonctions anaiytiqucs , Part. II. Ghap. XI. N*. 54sqq. pag. 161. 
Ut mthi autein vidcttir priina expositio, utpotc magis ex rci natura petita, etcgactior 
cst; quare et ego illam seqtiar, quac traditur in Misccllancis Taurinensibus. In Thcoria 
cxponenda, duplici modo functioncs duarum variabiliura considerabo , ct primuin q ii- 
dcm again: 

5. i. 

De maximis cl minimis functionis simpJicis z = 0 (jc, jr). 

4. Si in fujictione * = <J> (*,,?), duo adsint valores * = p ct y = q t quac pnc- 
bent tuaximtim aut roinimum valorem ipsi z, sempcr erit ccrtum maxiuti aut minimi judi- 
cium , si , substitutis itcrum loco x ct y, duobus valoribus majoribus * = p + /> 
y = q + h , et duobus minoribus xz=p — iciy~q — h t ipsa z , his substitu • 
tionibus, pro maximo fiat minor, pro minimo autem major , quam fuit cx prima suppo» 
sitione x = p et y = q in maximo aut minimo. Hoc fundamcnto omnis Thcoria de 
maximis etminimis, sivc functioncs contincant unam , sivc duas, sivc plures variabiks, 
nitatur, omnibus liquct. Ergo, valor ipsius functionis ante et post maximum sempeir 
decrescit, cum antc et posc minimum incrcscat: quapropter utruraquc incrcraentum qucni 
ipsa functio antc ct post maximum capit crit ncgativura , ct quod ante ct post minimutn 
habct , crit positivum. 

Sin autcm x et y augcantur quantitatibus / et h , augetur ipsa functio quantitate » ; 
ct valor gcneralis hujus incremcnti invenitur opc Theorematis Tayloriani , quod ia func- 
tiombus dtiarum variabilium sic scsc habet (2). 

- • = o+s-*] + « [p •<■+• a-,- +$.*] + 

[B • " + » ■ " h + » ■ » + |p • *] + .tti • 

O -"'+B- 4 '] + "-■■ <■>• 

pro quo , brcvitatis causa, scribere Itccat, 
« = [ Ai ! + BA] + i [Ci* + Dht + EA 2 ] + ^-i— [ 17,3 4. % Gl»h + 3H/A» 

+ M 3 ] + — — [K/« + 4LM + 6M/ a A* + 4NM> + 0/1« ] + cactcra (*). 

Si autem » t\ y diminuantur, quantitatibus / ct /,, hwuiaur incremcnni n aitr di.rc- 
mentum ipsius functionis , hac seric : 

= 

(a) Vid. de Gelder, Difcrent. Rcken., %, 73. pag. 171. 
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*' = - [A/ + B/;] + i [Cfl + D-W + E/#*] — „ [F/» + 3G/*A + 3 H/A» 

1 • & • 3 

+ IA3] -| L_ [k/4 + 4 L,-3A + + 4N/A 3 + OA« ] + cactera (0). 

^ • 3 • 4 

5. J.nn vero ponatur functionera propositam acquircre valorem maximum aut minimura, 
si.jr ct jr adipiscentur valores p ct q , crunt u et »' valores incrementorum ipsius functio* 
nis, ante ct post maximum aut minitnum , ea autem conditionc ut A , B, C, cactera ex« 
hibeant rclaiioncs diifercntiales totius functionis, posito x = p et jr = q. Cum igitur 
hac sint rriitiones diiT*LTentia!cs , quac locum habent si functio sit maximum aut minU 
mum, vidcamus cx comparatiouc illorum incrementorum , atque ex fundamcnto theoriae, 
quid evadant in raaxiuio ct niinimo functionis valorc. Sumamus eam ob catisam incre- 
nienta h et /, ipsarum « ctjr, tam exigua, ut unusquisquc terminus sericrum («) ct 
(3) multo major sit, quam sumnu omnium terminorum subscquentium : hoc inodo 
vabr poskivus aut neg-itivus ipsius incrementi dijuJicatur ex valorc positivo aut nega- 
tivo uaius termini : habcraus euim hoc casu : 

pro x = p + / et j = q + h , erit « = + [ A/ + BA ], 
pro x =z p — i ct jr = q — h , crit «' = — [ Ai + BA]. 

Si autem * = p et j = q pracbcant maximum aut minimum , oportet , ut fiant et m ct 
o,' utriiniquc negativum atit positivum. Est atttem m positivum, m' negativum , ergo cum 
hoc fieri nequeat, oportct, ut si tcrminus [A/ + BA ] in maximo aut minimo habeat 
qticmdam valorcm, illc valor cjusmodi sit, qui nil influat in valorem positivum aut nega- 
tivum ipsorum iucremcmorum « ct *' : idque nullo alio modo cfficitur quam ponendo : 

[ A/ + B/4] = o, 

cui acquationi satisficri ncquit , iiisi fiant A/ et JM separatim niliilo aeq-illes, ct cum h ct / 
sint dctennimti valoris, scquitur A/ + B/;, niliilo aequalis fieri non pr>sse, nisi sit 
A = o , ct B = o. Igitur pro raaximo aut minirao scqucntcs acquationes adquirimus : 

ex quibus igitur ,' acque ac in supcriori capuc, talcs valores ipsarum * et jr colliguntur , 
qui positaiu functbncm maximum aut minimum faciunt. 

Si autem icru:ini priorcs setierum (») et (/3) evancscant , opus est ut ex secun- 
dis tcrminis dijudiccmus , utntm incrcmcuta * et «' fiant negativa aut positiva: ergo 
liabcmus casu maximi aut minira: : 

an'e maximum aut minimam • = + [ Ct 1 + aD/A + EA a ] , 
post maximum aut minimum m' = + [ C/* + aD//4 + EA S ] , 
sic igitur incrcmenta « ct m' ante et post maximura aut minimuro eadem sunt. Et quao- 
doquidem hacc iucrcracnta pro maximo negativa, pro minitno positiva csse*debcnt, se- 
quitur , nuximuui aut minimum adessc , prouti 
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Cr» + stDiA + EA» 

liabett valorem negativum aut positivum. Hoc . postulatum sponte datur, si termini 
C/*, aD/A, EA* separatim sint negativi aut positivi : scd exinde , generali modo, sta- 
tuerc non possumus, quid proprie fiant relationes difTercntiales hujus secundi tcrmini. 

Namquc quamvis /* et A* semper sint positivae , ideoque C/ 3 et EA" fiant negativi aut 
positivi, prouti C et E negativaeaut positivae sunt, tamen non apparet, tertninum 2D/A 
fieri positivum aut negativum prouti D sit positiva aut negativa ; qnandoquidcm a priori 
concludere non possumus» quid fiat productum i X A, positivum aut ncgativuin ; ita 
ut, si pro maximoC* 8 ct E/5 4 fiant negativi, *Dih positivus esse possit, et adeo uaagnus 
ut sit multo major, quam C/* + EA*: quo casu terminus secundus scrierum («) ct 
(/?) induet valorem positivum loco negativi. 

Quandoquidem igitur ambiguum sit quid obtincre debeat, ut ille sccundus tcrminus 
fiat negativus aut positivus, necesse est ut ei aliam formam induamus, cx qua tale ju- 
dicium certo modo feratur: eaque forma ejusmodi esse debet, ut, illiui ope, absque 
valoribus A ct /, statuamus, quid obtinere debet, ut C«* + «D/A-+ E/4* evadat no- 
gativus aut positivus. Talem transformationem debemus sagacissimo Lagrangc,et 

O* + «D* + £*• = Ci» + »D* + Ei> + - 5^. 

= c-.+c.f *.+c. D ^+E^-|V=c.Q + » 4 j + [ E - D rj 

CD ~~ I* 
i +Q A \ « A* , «emper babeantpositivum valorem , oponetw 

1°. pro maximo C et |^E — ^j^J fiant negativi , 

s». pro «-/«/-» C et ^E — fiant positivi ; 



nauquc si hoc obtineat, totus sccundu* terminus, et ob eam causam incremcnu « et «' 
induunt valorcm ncgativum aut positivum. 

Si agatur de maximo, erit C ncgativa e*t — positivus: igitur ut fiat E — ~ 

D* 

negativus , E sit negativa , ct simul major quam necesse est : postrema autem condi- 

tio eodem redit ac si ponamus productum EC majus esse dcbere quam D*. Dc minimo 
idem rat ocinium valct , sed ita ut E sit positiva : habemus igitur hanc conditionem, 
qua maxiivi aut minimi praesentia non modo indicatur, sed ctiam maximum a minimo 
disringuitur: 

i°, Pro maximo requiritur ut C et E habeant valores negitivos» 

G 
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»°. Pro minimo iidem valores C et E positivi esse debent. 

30. Sed ot maximum aut mmimum adsit praesertim opus cst, ut haec conditio locum 



E X C major quam D*. 
Quodsi loco C, D et E, substituamus diflerentiales relationes , babemus: pro maximo 

it minimo et |p negativae aut positivae: et in utroque casa 



Si bae conditiones non dentur, nullum maximum aut minimum dabftur: neque etiam 
aderit maximum aut minimum si ct ^5 , aut separatim aut simul evanescaut, sine 
eo, quod evancscat; quoniam tunc postrema conditio non adest , si autcm 

sola evanescat, aderit niaximum aut mir.itnum, quoniam eo casu postrema conditio setn» 
per valet: nimirum 

Sed valores / et q ipsarum * et jr, quibua terminus primus (A/ + BA) serienim (*) 
et (0) evanuerit, ita consituri esse possuut , ut et secondus terminus Ci 9 + _D/W+EA% 
evanescat, eo casu erit: 

ante max, aut min. «/ = — [F«3 _|_ 3 GA»» + tfiih* + M 3 ], 
post max. aut min. *r _= + [FP + 3 GA/« + 3^* + M*]» 
ei hoc tertio termino apparet, illius valorem tiun pro maximo, cum pro uiinimo, prac- 
bcre incrcmenta divcrsa , altcrum negativum , alterum positivum ; igitur , ne res absurda 
sit, oportet ut iisdem valoribus , quibus terminus primus cvanuerit, ct tertius cvane- 
scat: ergo opus est ut valor tertii tcrmini $it zero, alioquin incrementa ante ct post 
maximuin aut minimum non flunt aut ambo ncgativa aut positiva: igitur cviJens cst, re» 
stitutioue differentialium rclauonuui instituta , ut babcamus 

8i hae conditiones non conveniant, certi suujiis, maximum aut minimum abcssc: si con- 
tiarium obrineat , ex quarto termino pracscntia et indicium maxirai aut minimi, sic diju» 
dicatur. TJtroque casu , sive antc sive post maximuni aut miniuium crit, 

« = </ = + [K/« + 4L/ 3 /; + 6M/Vj a + 4. 0A«], 

hiccc tcrminus , simili modo , ac de secundo tcrmino egimus , rcducitur ad banc (brmam , 

. = = K [, + + [« - *g - T>+oC*+T7- 

Igitur cum factores £/* + -^J*; iW} et + ^'J» scmper sint positi- 
vi , manifcstum est : 

1°. Si 
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i°. Sl maximum adsit, ideoquc u ct »' flant negativa, sequcntes quantitatcs negativas 
fieri debcrc, 

Ki [>,.<£>! -Cigrj ct o. 

ft°. Cum vero pro minimo, eaedem quantitates, positivos valores inducre debeant. 

Sed K et 0 existenribus simul negativis aut positivis, erunt etiam ^jp-* et — Jp^ 
negativi aut posidvi , crgo erit 

casu maximi, positivus, casa nrinimi, iile termlnus» erit negativusj qua proptcr, fiat 

+ ^jy^ J » et M in maximo aut minimo ncgativa aut positiva necessc 

est : adsunt itaque bae conditioncs : 

j°. M, K et O simul negativac aut positivae; 

6KMO > 4OL» + +KN»; 
sive restitutis Ioco K, M, N, O ci L relationibus diflerentialibus: 

Quodsi bae conditiones absint, nullum dubium relinquitur , quin etiam absit maximum 



Sin accidat ut quartus terminus etiam evanescat , consulendus erit quintus terminus , 
qui , casu maximi aut minimi , etiam evanescat necesse est : tum autem ex sexto termino 
maximi aut minimi conditiones colllgi debent, quod, cum eodem modo procedat ac de 
secundo et quarto termino instituimus , non opus censeo has conditiones ulterius 
perducere. 

6. Quandoquidem functiones duarum variabilium plerumque referri possint ad super- 
ficics curvas, non aliemim vidctur, ea, quae generali modo demonstrata sunt, etiam exsu* 
perficicrum natura probare; partim sequar Lagrange (3), ptrtim alio modo, perspi* 
cuitatia gratia, banc demonstrationem exhibcbo. 

Sit x = <p (*, j) acquatio curvae superficiei, quae, si duTerentietur erit hujusmodi: 

> = P^* + Q^r. 

Si autem y conftans sumatur in primhiva aequatione, habemus aeqnationem ipsius 

x et 

• ■ 

(3) Vid. M xtllMta Tmtr. 1. c. 

G * 
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x et x , quae igitur repracsentat curvam lineam , quam sequenti modo invcnire poasu» 
rous: sint OX, OY ct OZ, Fig. 16. axcs coordinatarum , ad quas supcrftciei puncta 
referuntur; sumaturj constantis magnitudinis a: sitque OS = _; ducatur ST paralkla 
axi OX, ac transeat planum , pcrpendkulariter plano OXY insistens, pcr lineam ST; 
quod planum secabit superficiem curvam, sccundum curvam V\V, quac erit curva quae- 

sita. Maxima aut minima ordinata * hujus curvae, invenitur, poncnJo ^ = p nihilo 

aequalis; qua ratione aequatio P = o praebet talem valorcm x, quo z fitmaximum 
autminimum; sed P est functio ipsarum x ety, etquamvis a constantem sumserimus, ta- 
men illa quantitas , indctcrminata est , omnesque valorcs inducrc potest ; cam ob causam 
non niodo obtinemus maximam auf minimam ordinatam z curvae V\V, sed quamplures 
maximas minimasve, quae umcn singulae tribuuntur divcrsis curvis V'\V V"\V"; quae 
provcniunt si ad diversas distantias RQ', RQ" caet. supcrficics secatur, planis, paralle- 
lis inter se, et perpendicularitcr plano XOY insistcntibns. In his omnibus autcm , z non 
semper crit maxima aut miniou: cum vcro ma_imi aut minimi praesentia dcjudicetur, ex 

~b % Z "^P 

secunda differcntiali rclatione v_ — , fkcilc cognoscitur quibusnam valdribus diver- 

sis ipsius y = _, z evadat maximaaut minima. Quod sl co modo omnia puncta nota 
sint in quibus z fiat raaxiraa aut minima, positl scilicet y indetermlnatl,- iterum indagarc" 
possumus , quaenam harum omnium,-sit maxima aut minima: et haec maxima aut mi« 
sit functjonis posiue nccessarium cst. Omnia j>uncta memorata in gencre constituunt 
curvam; ergo si hujus curvae aequauo fuerit cogniu , facile ejijs maxuna aut mi- 
niina ordinau innotcsceret. 

Acquatio ^ = P=o, hujus curvae acquationem exhibet, si y ponatur indetermktataj . 
o x 

ied ctiam, si in data functione difTererttiali ' ■ 

7>-=-P> + Q^, 
ponatur P = o, comprclienduntur et i11a puncu in aequatione 

igitur si acquationcs = Q^jr et P = o conjungantur , prodibit aequatio curvae quae- 
sitac: cum autcm lmjus curvac puncta rcfcrantur ad coordinatas z et jr, invenitur cjus 

ordinau _,___na, si faciamus ^ id cst Q, nilulo aequalis: igitur P = octQ = oal 

eenjungantur prodibunt tales valores ipsarum x et y quibus z fias maxlnta aut minima, 

Ut auwra in postrema curva maximum distinguatur a minimo oportct ut sit 

Vz . , ">iQ 

i% pro maximo ncgauva, id cst ^ negativa, , . j 

"V* "^O 
_°. pro minimo ^ positiva , id est ^ positiva. 

" J , . Est 
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Est autem , quoniam Q est functio ipsarum * ct y , 

7)Q=/>> + f^;^ =/> .?| + ?, 

porro, cnm-aP = f)x tt"g = r |? + /> ( 4 ), 

quedsi substituamus |^ in functionc , crit 

^7 - r ' " 7 + * 
Sed quoniam, uti supposuimus, P est functio ipsarum x et jr, in qua tamcn j> constan» 

tem valorem habet, erit^ = o; igitur: 

~bJ r 

Est autem g = ^| « _ ^_; p - ^r^; r = (5 ) ergoent 

Haec quantitas negativa sit oportet pro raaximo , positiva autem pro minimo. Ergo 
~j sit negativa aut positiva, prodit, ut supra, hacc tcrtia conditio, 

Sic igitur, eUam ex curvarum natura, haec gcncralis conditio maxlmi aut minimi probata 

est. Scd si acciderit ut|^,|p, evanuerint, nullo modo ex curvarum natu-- 

ra maximi aut minimi conditiones detcgi posicnt: sed sponte confugiendum esset ad Theo- 
rema Taylorianum. 

$. a. 

C*) Quoniam in omnf functione > m P> + Q^y,i^ = i§ (O- de Gelder, £tf> 

oJ o x 

Rtken., $. 112. p»g.aoa.) oportct coefficlenj p in ^Q = f^x + qly , idem »it, ac 
differentialij ^y in "JP = r^* + p~}J* 
Cs) Vid. de Gelder, op. cic pag. 301. V». 14 et 15. 

G 5 
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$• a. 

De maximis et minimis functianis implicitat , <Ji (* , j , x) = o. 

7. Functio <p(*> *) = °» quamquam tribus variabilibus constet, ad functloncs 
Juarum variabilium rcferri potcst , quoniam , quamvis vcl maxime implicitae sint hae 
quantitatcs , tamen poncre licct , z functionem essc possc ipsarum x et j» Quam ob rem 
et cacdcra regulae , de maximis et minimis functionls - = <p (x, jr) traditae , in 
lunctione" <p *) = 0 valcnt: nimirum cx functionis prima differentiali inno- 

tcscunt relationcs |^ et j^, quae pro maximo aut minimo praebcnt aequariones ~ = o 
et ^ = o; cum vero hae aequationes contincant tres quantitates variabiies x, jret e t 

7\y 

rcquiritur tertia aequatio , ad determinandas illas quantitatcs. Ipsa autem data functio , 
crit talis aequatio, quoniam, ob vinculum quod adest inter aequationem primitivam, 
ejusque differentialcs , *, j ct s in his omnibus eaedem sunt: ergo habemus tres aequa. 

tiones ll£ = o,^L=oet<J>(*,v, r) = o, ex quibua talcs valores ipsarum s, y 

et s hauriuntur, quibus posita fnnctio maximum aut minimum valorem attingitt his au« 
tem inventis maximi aut urinimi distinctio , cx sccundis relationibus differentialibus , si- 
mili modo ac supra exposuimus, pTocedit. Ipsa autcm functionia diffeientiaUs foraa , 
sinit , ut aliquantum breviorem reddamus mcthodum. 
Si cnim habeamus 0 (*, r, z) = o, erit acquatio differcnthiHs hujusmodi, 

M"&* + + O^ai ss 0 , ' 
hinc |j = -§ =o,ideatM = o, 

|f = - g- = o, id cst N = o j 

«ecnnda differentialis erit , 

+ Mya + "^N^ + ndv +W* + oyz s o, 

id est, ob M = o et N = o, 

7>M"3* + "^N^ir + "J)07)s + Oyz = o; 
dividatur haec aequatio per "Ji* 9 eritque, 

7)M ,^N ,y> 1z , o yi SJi 
+ Tx ' v + TJ* "b* + t** * 

et indc sequirar ob = o , 
0* 



si- 
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slmili modo invenitur, 

V* _ _ >M V 4- "SN^j r 
ergo si — 7>M V -f- 7>N^,y ^ cit valorem positivum aut negativum , crnnt et ^ et 

l£? positivae aut negativac , et maximum aut minimum locum obtinebit si ctiam hacc 
<onditio adsit t 

et sic etiam agendum erit , si , *d maximam aut minlmum distinguendum , tertiae ct supe- 
riorcs differentiales requirantur. 

Exemplis jam Mustremus , quae de maximis et minimis functionum duarum variabilium 
dicta sunt. 

8. ExbmFLum 1. Detur cubus Fig. 17. ABCHG, insisiens plano cuidam PQ, i;t 
tjus angulum solidum A : quod si cs reliquis angulis selidis t praetcr anguium D , primo A 
9ppositum t demittantur perpcndicula B£, Cc , Ee t F/, G^, HA, in datum planum t at* 
que conjungantur puncta , b t c, e t h t /, g t prodibh figura hexagonaUs bchefg t quae 
utpote projcctio cubi iti planum PQ habcri potest : rogatur jam , cubum itct poncre rcspcctu 
plani PQ , ut figura hexagonalit t seu ut cubi projcctio t habcat maxhnam artam ? 

Ducatur diagonalis major AD cubi; porro diagonalis minor AC; erit ob C^perpendi- 
cularem plano PQ, Ac projectio diagonalis minoris AC. Si angulus CAc t diagonalera 
Inter, atquc ejus projectionem , idem maneat, cubi positio rcspcctu plani PQ aliquantum 
deterroinata crit: sedcubus tamen innumcras alias positiones acquirere potest: namque 
poterit circa verticalem lincam AO, tanquam circa axim, ita volvcre, ut diagonalis 
AC conficiat superBciem coni rccd , cujus axis cst Unca AO : et taraen angulus CAc non 
immutabitur: vcl in omnibus positionibus , hoc modo acquisitis, totus cubus, vcrtitur 
circa diagonalem minorem AC, quae igitur, cum immota maneat, cundera angulum 
CA<? scuiper constituit cum ejus projcctionc AC. Quod si ducatur linca Ab quae est 
projcctio aretae AB cubi, et ponatur, angulura BA£, simili roodo ac C.Ac, non immtr» 
tari, cubi positio satis erit determinata. Etcnim ob angulum BA* constantem , iuipcdi- 
tur quominus cubus circa d:agonakra minorcm AC vcrtatur; et quamquam in liac po- 
sitione, cubus circa verticalem AO volvi queat, ita ut anguli cAC et *AB cjusdem 
magnitudinis mancant , tamcn ad nostrum scopum nil attinet , quanJoquidem , in oinni 
tali positione , hexagonus bchcfg t candem figuram , candemque magnitiulincm habct. 
Manitcstum igitur est, si ponamus ^ BA* = 0 et ^ CAc = x-> <P ct % esse duas in- 
cogr.itas seu variabiles quantitatcs, a quibus quaesiio pcndet; cujus ope igiiur aroa hcxa- 
gooi detcrminanda est. 

De. 
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Dcterminemus primum inclinationes planorum ABGF ct AHEF in planum PQ. 
Vocctur Iatus cubi AB = BC = BG = caet. = a t erit 

A* = AB Cos. BA* = a Cos.ep; AC = V^AB* + BC a ) = V*** = oV*l 
Ac = AC Coi. CAc = a V* Cos. %. 

T,b = AB Sin. BAZ> = a Sin. <p; Cc = AC Sin. CAc = a V* . Sirt. %\ ducatur B/ 
paraliela lineae bc t erit B/=<V, et C/=0 — C/ = Cc— Ub = « V a 'Sin.x — « £>'«.<?. 

B/ = V(BC» — C/ 9 ) = V[« 4 — * 4 (1/2. 5/». * — .Sto. 0)*] = — «* 

(2 &«. 3 — a V« • * &«. <p + .SV». a <p ) ] = VI ( «' — « a A'». tt <P ) — 2** Afl. * 

( Av». 3 — y/n ..»«.<?)] = * v"C CosSep — a •&»• * (•»»• * — V« • Sin. <p)] = fc. 
Est autem 

■ 16. ( Atcaf trianguli Afc = [(A* + A*)* — &*]. [&r* — (Ar — A*)*] (6). 
Habcmus autem , 

A* + M = « (Gw. 0 + V , a.C"- *)» Atf — bk = « (Coi.tp — 1/s .G». x); 
(Ac + A*)* = «* (Gw.*<p + a ;/«•&». <p Gw. % + aCw.»^); 
( A<r — A*)* = a> (G«. a <p — a V» • Cot. tp Cw. * + a Cos.*x) i 
bc* ss a* (Coj.*tp — a Sin.*x + 3 V* 3 • *"• <P •&'»• * ) » 
(Ac + A*)* — <V* = «* [G».*tp + aJ/a.Cw.cp Cw. * + a Cos.* x — Gw.*<p + a Sin.* x 

— 2 t/« •»»■ <? »»'fl. X 3 = 2fl* [ i + t/a . Cm. Cx + <P)] ; 
fc* — (Ac — A*)« = a a [Co/. a <p — a Sin* x + a V» • «&»• $ •&'"•* — G«. a <p + a Va 

Cos. <p Ofs.x — * CosSx'] — aa* [ « C«. ( — <p) — i ]. 
Ergo 16 X (//r«f)* = 40* [ 1 + V - » • Cos. (* + <p) ] • [ V* • Cos. (x — <p) — O 

= 4*4 jV» [Cw.Oe — <p) — C«. (* + <?)] + aGw. (x — <».C«/. («+<?) — 1 j , 

sed Cos. Cx — <P ) — Cm. Cx + <P ) = 2 s '»- X Sin. <p ; 
2 Cos. (x - <P) • C«. (j« + <p) ~ a C«. i (a« - a<p) G>r. \ Ox + »<?) = Ow- »X + Co/. a<p. (7) 
Cot.ix = x - « A'"- a X » Cos.tQ = 1 — a a». e <p i Gj/.a» + C<w.*p=2 [1 - Sin.*x—Sln. a 0} , 
si iiaec subsiuiantur habemus : 

16 ( //rA* )* = 4«» [ a — ( a Sin* x — a V* <? J/ '". X + * -&'fl. a <P ) — I ] 
s A a* [ 1 - - (a A'«. 3 X - *V*>®n> <P X + ^"• 9 <?) ] = 4« 4 [Co;. a <p 

— ( V» • Sin. X — #»• <P )* ]• 

Ergo -rfr<» = Ja a V [Coj. s <p — (Ka . A'fl. sj — Sin. <p) a ]. 
Troducatur planum laterale ABCII, doncc pbnuin PQ sccet, sccundura lineam NL, 
et vocctur inclinatio planorum PQ et NLCB , k , erit : 

Area trianguli kbc triangulo ABC X Cos. k (8); 
sed area trianguli ABC = iAB . BC = i<J a . 

er- 

(<?) Vid. Cl. de Gelder, Beglnt. dtr Mevk., III Boek, XIII Stcll. %. 831. 
(7) Vid. de Gelder, op. modo citato, VIII Ikek, VI itclling. 
(8 ) Vid. de Gelder, eod. op. XV Boek", II Hilp Siell. §. 1590. 
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substitutione , 

lO"*<P - C V» • % - • y " 7 - = *» 
h*m7 r», > = V rc*.»« — (V* • «*»• x — <P) J- 
Produ^ pSum Uterale ABGF , <iuod perpcndlcuUre est pUno producto NLCB , 
don c l^et punut» PQ ttnei AR , ec collocetur in puncto A centrum glot» , cujus radau» 
aequalU eatunttati, Hujus globi supcrfic.es secabitur pknta M*." N «^ 

■ B crit igltuI « proprieute trianguli rcctangulans spbaenc» t 
P * Cot fy* = Cos. *0 . Sin. B*y. (9) 

Tam vero axcus * convenit cum angulo BAN, cujus Cosinus sic invenitur. 
b txungulis rccungularibus similibus CN, , BN* est 

CN : Ce = BN : B*. 

CN:BN=sO:B*. BC ^ 

CN-BN:BN = Cc - B* : B* sive BC : BN = C/ : B*, hinc BN = — cr , 

id e», «i substituamus valores jam inventos, 

a.a S in.Q _ a _ , 

BN ■S>".^ 

7«itf. BAN = ux — CV» • •*'»•* — •***•$)* 

binc invenitur, cognito modo, j/ fl &„. x - Si n. Q 

Cos. BAN = Cw.i^ = y[(y a - Sto.W+ •*«.*$]* 

Pono angulus spbaericu. <J.y, idem vaUt atqueangulus poaitionU planorum PQ et 

nlcb, 2°flv<7Z 9 £>» = vc^* + cv. • - 

« quonum angulus /3 r * ieq«lto est angulo positionU planorum FGBA et PQ , «if , *i 
incUnatio botum pUnorum vocetur 

. ~| y, Va . % — Sin.Q> 

CtuK^\y\ Sin *Q + W*' Sin '*~ Si *'V > ij X /[#„.»$ + ( V» • •*"•* - Mn4Yi 
c „ ft G». a =2 V» • *""• X Sin ' 9* 

T.ndem sl producator pUnum Uterale FHAE, quod sectt pUnum PQ Une4 AI, ac 
2 l .SSST A globi centrum, orietur, slmili modo , tnaugulum sphaericum 



in puncto A globi 
lectum J«C, eritque, utsupra, ^ _ 

C«. * C> = Cw - * = Cts ' %t ' ,,f » 
Kd ^ HAB = po°, ergo Z LAH = arcui l, = ^BAN, 

Sin. ((> 

Cu. it = «0 = y[jy 0 .*(J> + (Va.«Ji«. « — <P)*1* , 

(O Vii CU de Ge.der , J«. XU Boek, IX ML $• w«. 
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porro est Sin. — Sin. x, babcmus igitur valorcm Cotindr anguli posirioW* <plano» 
rum PQ et FEBA: 

id est, 'Gv. /i = Siti. <p t > • r 1 -'■ '->"..' . ,:",,., \ m j; 

ut valores incllnatiomiffi x, A et rectcsc habeant, pstet cxinde qtiod: 
CosSx + Cot.*K + a»**=s CosS tp - (Va ,Sin. x - AV/.^+O/a. 
+ Sin.*<p = Cw. 9 <p + $in.*tp = i. , 

Namque cognita est baec pronrietas: summtt quadrotorusf Cvsinuum angulorum , qui 
intercepti suni, intct pUtrtum qooddam , tt tria alia sibi perpcndieahrim ^ unitmi aequa- 
lis est (to). "*'.'' ' ,.: . 

Inventis igitur his angulis posMonis r , statim ' habemus aream quacsitam bexagoni 
bckcfg. Etenitn cura quadrilatera Abc'h , Algf, Ah -ef, sint projectiones quadrato- 
aim pUnoram'4«Ki*li<im,ABCtf, A*Gff,:AKEtt, erft . : • .. ■, , - ■, - _ . 
area quadr. tibch — ABCH.X Caf. x. 
arca- qoadr. Abgf = ABGF X C«. 
! . : a/ca ojiadr. A/'<f/ = AIJEF X G». jCJl}.; 
Area hexagonl autcm acqualis <rat«U\nrnac horum qoarJrilatcroruni , ct cnm plana ABCH, 
ABGF, AHEF sint qfujdrata aequajia., eiit, <j vdc^uu^s^SreJm^neiigoni y, 

y =V ..(«.'.«. Hr 9*> a + Cw. M v _ ■,: r ;, 

idest, |V» .^^VtCafc^-^j/i". jjp»:-0)*fj, 

ct hacc est ifunctio cujus i maxImum J mvestiganduin est , eam *b caitsam si dlflVfentte- 
tur crit, r , . . , •' 

■j . ip — ( y/a A«. * — Sin. <p)« ] : = 

t$ Cos. <p Sin. 0 — ( Vi * Sin. x — Sin. tp) . (i/ a Q % C»s. %, —•?>$ Cos. 0 ) 
VL^. S <J> — ' (i/V. £ — Sin.q)) 2 ) ! "» 
-Jjr =y V-Ox X - 
a*^0 Cos. (p Sin.S + a* (V*.Sin. X — SiujQ) . (\fi.^ x Cos. % Cot.Q) 

x Vtcvx. 4 <j> - <y a ^«.J - i/«.<p/] — 4 — — 

7» = ^a.Caj.jc VlCosSQ - CStn. x - Sin.^\\ — a*Tfp Cvs^ Sin.Q 

— ta*~bx Sin. X Cos. X +a*y*3$Q Cas.(p SJn. x +a*^ x 1/a . Sin.<p Cos. x -a*1yp . Sia.ip Q>r.$, 
hujus autcm aequationis membrum alterum dividi oportet per 
V[Cw. a <p — CV* . Sin. x — Sin. tpyi. 

E* 

( io) Vid. 9. e. CI. Hachette, - 7huti iet tvrfater du unnddefri. Chip. L J. i. N. «8. 
44. 

C 1 1 ) Vld. de Gelder, RtginstU» der Meetkma , XV Boek ,111 HurpnelUbg. " . ,\ 
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Ex ca nunc facile invcnitur: 

- ~ Si».<pf] •••••••• .C«) 

_ . V*.Cqs.x V[Cos. 3 0~C\/i . Sin. x -Sin.<py]-<iSin.x Ccs.x+Vl.Sin.pCos.x f/i> 

5* VL^.'*-CV». *«•♦)"] ~ C/3> 

Habcmus igitur pro maximo has acquationes, 

id est , V* • Gw» $ X — * C w » # jk SS : o a 
tt V». Ow. IC V[Gw.* <P— CV» •"■*»■ X—Ssn. <pyi— a .»«. x C*i. • •#»• <J Cw. x = o, 

ct hae aequationcs inservire debcnt ad determinandos illos valores <p ct x quibus proposita 
functio , maximum fiat. 7 
Si prima dividatur per Cw. <p crit, 



ra A*. * — * J/fl. ep = o, 



hinc V. A*. jc = 1/» Ste cp , 
«ubstituatur bicce valor io altcra acquatione, quae postquaui divisa sit per Cos. Xt sk 
se habet: 

• V* • V\Cos.*<P — O Sln. <p — Sin. <py\ — *V*< Sin. <P + V* ■ &»• <P = <> » 

id est \Z(,Cos. a <p — Sf». a <p) — J/». <p — - o, 
C<w."cp — Stn.'<p = Sin.*<p; Cos. a <p = a «&».*<£} Tatig. a tp = » ; 7V»£.<p ss iV^a» 
hinc iS/«. cp = \VZ — Siti. BAi et Sin. x — V*> Sin - <P — — Sin. CAr; 

scd CV* DA< = = e||= |Vtf, et (kr. BAD = ^ = ^ = f V 3 . 

Ergo crit _ CAc = Complem. DAC ; et BAi — Compfcm, DAB , 
qua propter ^cAD-= _ MD = 90 0 ; et inde sequitur^ iuxagonum bchefg hobcrc 
arcam maximam , // diagonolis major ipsius cubi pcrpcndicularis sit plano dato PQ. 

Si autem AD pcrpcndicularis sit PQ , perspicuum est , aretas AB , AF , AII , omnes 
simili modo, disposiias esse, respecta plani PQ , id est , angulos BAJ, llflh, FA/ 
-acquales fore; sin autem U anguli aequafcs smt, ernnt lineae Ab t Ah ctA/ acquales in. 
ter se. Porro manifestum cst in hac positione cubi, diigonales minores AC , AE et 
AG, ita dispositas esse, ratiooo planiPQ, ut earum prejeetiooes Ac, Ae t Ag t edam 
inter se aequalcs sint ; sed 

A* = ay% . Cos. x = " V* . $Vz = \° V<> » 
V r A* = aCot. <$ = a . |J/6 = \a 

Ergo Ac = A*, et eam ob caiisam, si AD perpendirularis sie plano PQ , erunt lineie 
Ah, Ac t An t cact. , qiiae ex puncto A'ducantnr ad ang^uFos ^Vc, h caet. bexagoni, in- 
ter se aequalcs. iiabcmus porro, ' u . 

" - H . - = - gG 
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gG = KAG" - Af") = V(*a* - £»*) = \a V U 
. g G — B* = Go — \a V} — a Sin. $ = \<i Vl — \aVi = \a Vz, 
Ergo * io = l/(GB» — Go a ) = VX** - X) = \/6 = *£i 
etquoniam B/ = = }a^6, erit Jg = «*, ct gb = Ag = A* = Ac = &v 

Siraili modo patebit /g aequalcra csse lineae gb~ et sic porro: ergo hcxagonus raaximus 
gbchef constat scx triangulis aequilateralibus ; SHc igitur est regularis; hinc «equirur: 1 
Htxagonum quaesitum tum esse maxitnum , si regularit sit. 

Quttnquam a priori satis convicti simus hexagonum forc maximum , si Sin. 0 = | y 3 
et Sin. x = \V 6 sumatur, tamen videamus, num baec inventa, pareant conditionibus , 
quae ih maximo adesse debent. 

Hac conditioncs sunt: 

i°. ut sint J5a et negativae. 



Si valoresK « ^ «uP^t form. (#) et (0), invcntos , 
0<P ox 

respectu"^), sltcrum respectu 7)* , eaque observemus quac in priori capite $ a. N°. 8, 
dicta sunt, habemus: 

<i_Sin. 3 Q — a Coi .*Q_— Vi . Sin.x_Sin 0 
& - * V"[c«.« <p - (V* • -*»• 4> - Sin. <p>i » 
}*J _ a - » Cp/. fl X ~y a . &in. x SinQ. y* . (y,.Sin.x—Sin. q>)Cos.x 

W-Vlto't^&^ in - LCos.*<p-(V*.Sin.x-Un4>yY 
Porro si aequatio (« ) difterentietur rcspectu x 

1*J vV ! Cos. 0 Cos. x ' ., 

Itf&Z V[Cos.*q> — iV* -Sin.x — S*n.qt/Y 
Jam vero si in his substituantur valores inventi Sm. <p — i Vii Sin ' X—W^ caet. f 



Ergo et |!j habeat valores negativos et QJj X |^) = S + I V*. n«od 

productum multo major est quam Q-|Z- j = > 

f. Exempldm a. /fl«r <wiw<a trianguta, quorum perimetra aequalia sunt , i7/W 
invenire, quod habet maximam areamf 

Si ponamus /7£. 18. AC = *, BC =- j, ct perimetcr AB + AC + BC = p , erft 
AB=/> — (*+*)«* habemus cognitam proprietatem , 

^r„ = .-^fc(fp -*)(_-.-)(*+*-&). 

Est 
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Est autem 

1* _ — iP Cip- y) (* + y - fr) + jp CiP - * ) C ip - jQ 

■a* v& a/> - *) (5> - jo (* + y - i7) • 

V _ - \P CiP - *) K* + Jr - £/>) + jp (lp-s) CiP — y) 

t^ci/ (i/> - *) Clp - jO (* + y - i/O 

Etcumpromaximob.beamus|£ = 0,^=0, erit 

Ip GP-J) G*-*-*-jr+iA)=o, et \p(\p-x) (5/>-J-J— * + i/>)=o, 
id est, ip — 2* — y + ip = o; \p — ay — * + \p = o. 
Ex prima aequatione deducimus jr = / — sx, binc altera fit : 

p — * — a (p — _x) = o, ex qua * = }p. Ergo j = / — f ^ = \p, 
Igitur erit * = y = et eam ob causam erit etiam latus tertium trianguli = \pt 
quapropter; Trianguium aequilaterum ieu regulare t habebit maximam aream ; quod etiam 
ex geometriae elementis constat ( la ). 
Habemus porro, 

-f _ -ijq/> -j)--if Ci/t-jr) 

Vi/> Ci> - *) (ip - /) c* + y - i/>) * 
V* _ - il (i/> - *) - iP CiP ■ - *) 

— Vl> (*> — *) Ci> - JO C* +J ~ 5*)' 

V* _ i ; C* + J/ - iP) - iP Cfr- J) ~ «K i* -jo > 
ii* ViP (ip - *) (\p - j) C* + y -T/T" • 

Ergo si substituamus * = y = f^, babemus, 

V?_V* ft 1/,. __L -_ 1/, 

^**"">3r*"" V3 ' 7)*^7 "~ V3 ' 

Qua propter , ut oportet, et ^J- sunt negativae et Qj{ = ia , major 

881 * ttam (^>)" = 3 * 
ao. Exrmplum 3. Aequati* superficiei clHndri recti Fig, 19. eufus axh AB /o«/fc> 
infJano ceirdinatarum XOZ, et tratuit ptr eriginem O, ett 

+ *V + »» - ft«* - *"r» = o, (13) 
(a tt b dcnotantibus quantitatee constantes positivas t et r existentt radium cjlsndri') 
rogatur invenire taies va/eres x et y quibus x fiat maximum aut tninimum ? 

Quandoquidcm superficies cilindrica ad infinitum extcndaiur, sursum et deorsum , pef* 
spicuuro cst nullum maximum auC minimum adesse t idque ex Tbeoria expositt erit confif- 
raanJum. 

Da- 

( 1«) Vid. Cl. dc Ge*tder, Btgmt. itr Mtttk., VI Boek, XV Stell. $. 449* 
C 13) Vid. de Gelder, Begins. Stttk., $. S34. p«g. 335. , 
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aequatio differentialis sic se habet : 

(a«** — a**) "d* + s**?^ + (2* — 2«x) = o, 

ninc invenituri 

7>2 _ _ ao* j — a<« . aft*y 

"i>* — ax — fiox * "57 ~" g« — sax 9 
pro maximo aut mlnimo erit : 

|| s o, id est, 4««* - 2« = o, et|? = o; aJ*j = o, 
hinc * = — , et j = o. 

* ; 

Igitur data functio erit 

z" + ** — 2*" — *"r" ss o» id esr, = o. 
Ergo valores ipsarum x et jr ita sunt, ut ipsi * ptaebeant nullata valbrem , quapropter 
nullum aderit maximum aut minimum. < 

,-*•>..• • - 

OBSEB.VATIOHBS. 

ii. Obsbhvatio I. Hace ptuc* exempla , sati», nt opinor, theoriam expositam illu- 
strant, ut noa opus ceascam plura bic adferrei namque rcgulae faciles sunt, et ab 
omnibus imelliguntur, eamque ob causatn quaestionum difficuttates non versantur io re- 



gularum applicatione ; -Sistfia-rtsolotione- aequationmn diffeaentislium ~ = o ct ^ = 0 . 

Hae enim plerywque snnt admpdum composftae, et qoanivis in exemplis traditis e» re* 
solutio facilis fuerit, tamea in functionibus duartu» variabuiuui haud raro est, il'as aequa- 
tiones differentiales , essc quarti et supcrioris gradus; immo in his facile dantur casus, 
quibus rcsolutio cxhiberi nequit. Idque praesertim occurrit in functiontbus implicitis : 
mmque tales functiortes sempcr etiam rcferuntnr ad «opcrficies curWs, eaeque functio- 
nes tantummodo pracbeht Eacilem solurionem , quae 1 pertinent ad superficies ctujvas se« 
cundi ordtnis, qusfcom aeqtiatio generalis hujusmodi *st, 

«11* + + -f ib"jz + icx + <rfj + z<Ts -f- d = o. C H) 

Sed quandoquidem tales superficies multitudinc valde sint determinatae (15) manifestum 

••• . ••• J . •< ■ • , r -t r . ■- ' e st, 

. . 1 •. . ii t - ■ . 1 .. . 

(14.) Vld. Hacbette, traiii des turfacet du teeend degre , Ch*p. II. $. 1. pag. 143. irt. OS. 

C'5) Superficie» curvie aecundl ordinis praccipue quinque sunt: «ctlicet EllipttTt, UyptrbtM* 

iet, qu»« Gnlli voc»nt, Uyperbthtde a une noppt tt o dtux tiappes; parsioMs tiliptico, et Ujptr. 

k*n.. Vid. cod^opcre pag . 1S9 n i 75 . ' 
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est, eoscasus, quibus functio implicitaad eos supcrficies pertinet, paucrssimos esse (io"). 

13. Obsbrvatio ir. Nonnunquam tamen tales functiones coajpositas evitamus, sl 
loco duarum variabHium, plures admittamus quantitatcs viriabiles, sed tum etiam tot 
dcntur aequationes conditionis , quot variabilcs insuper admisimus , neccssc cst. At« 
tamen etiam in his casibus accidet, ut ad solutionem vix perveniamus (17). Hoc ma- 
nifestum crit ex sequenti excmplo. 

13. Exemplum 4. Datis quinqut lineis <*, 3, c, d et e % Fig. 20, eonstrt/ere penta- 
gonuaty qui omnium pentagonorum , iitdem lineis con/ectorum, haboat maximam arcom ? 

Simile cxemplum nnnc ponimus , ac posuimus , in antecedenti capite , loco , modo cU 
tato, et quidem cam ob causam, ut quam lucuknttssmte appereat, quam insigniter au- 
getttur difhcultates., si functiones duarum variabilium tractandae sint; cum vero functio- 
nes uriius variabilis, itsdem fere circumstaiftfts generatae, Aullam diffiuikatera praebeant. 

Si anguli oppositi EAB » ct DCO pentagoni fuerint deurminatae magnitudinis , omni- 
no csset pentagonus ABCDE determinatus : trgo si voccntirr tt y , area invenienda 
est in .functione ipsarum * et y 9 ot bae porro ita detcrmincatur oportet, ut area illa 
fiat -maxima. • ' •» • '. ; 1 

Quamquam ex Mathescos fonte areatn in functioja?,, a a b t c, t </„ e, -x et y invenire 
possimus, tamen ca ratio nobis non praebeblt , functioiietn , tractotu facilem , quare aliam 
viam ingrediamur, et praetcr yarlabrlcs x et y , etiam admittaraus duas atias, nimirum 
^ BED = * ct BE = v ; scd tum etuns quaercmns duas aequationes conditiones. 

E»t autem in triangulis BAE, BDE eiBGD. • ■• , 

BE a = AB* + AE 8 — 1AB . AE C*. BAE , 

id est: v» = a* + e 9 — aat Cos. s (») 

BD 9 = BE» + "DE* — sBE . DE CW, BEB, 
ergo: v* + d* — *vd Cm..s = + *» _ %bc Cas, y . . (0 ) 

Hae aequationes («)et (0) su*t «equationcs conditionjs, qnibus mox utemur. Ha* 
bemus porro : 

Area triaDguli ABE = \ac Sin. *, 
.... BED s=}vd Sin.s, 
. . . .. • BCD = y>c Sin.y. 
' Ergo erit Area pentagoni = v , 

v = \ae Sin, x + \bc Sin. y + \vd Sin. s, 
quaecum maxima esse oporteat, differentietur, eritque: 

1w = \at Cos. s 1* + \bc Cos. y~by + y Sin. s > + \vd Ctt. s >, 

= \ac Coux^ + \bc Cot. j + ivd Cot. , |? + \d Sin. »g. 

(16) Cf. C«p. I. 5. 3. Obferv. VII. No. sp. 
( 17 ) Cf. Cap. I. 5. 3. ObJerv. IV. No. ip iqq. 
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Aequatio («) si differemietur . habemus, 

- ae Sin. s > _ * "b* 

> = ; .7)*, ergo — . 

ExAequadonis (/3) differentUli • 

%bc Sin. j ^j z= ay> — a<* Cos. + «v</ oVn. * "Ja 
"fc* Ac Jito. j y — d Cot. z 7)v 
sequitur; ^ = - W * " 7)J » 

. . "oV a . c Sin. x 7>* 
«lest.subsmuu |j = ; ^y. 

i¥». V V — d Coi. x v ac_Sirus 7>* ' " 

~ vjm~i yTslhTT' * v ' V 
Ergo si valores |£ et |^ subsdtuamus in aequatione difrerentiali |j, aabemua 

4^ = Ja, G». * ^ + &G«.j+\ 

, y-dCos.z f. s . V . f adc Stn.z Sin.s 

«c dcnique, si omnia multiplicentur per "Jijr et ritc colligantur, 
> = 5 ac (Cos. s + d ^£jZ • * ) 7>* 
/_ , Jlf». v Cw. a\ . 

+ * fc ( Cw - * + Tkr-J *• 

Ergo pro maximo habemus has aequatioBes; 

>? = lac (CQS.S + ''l 00 '' ' . Sin. x) = o, 

. /„ , Sin. j C*s. z\ 

g = ifc(ftr.« + - j=°» 

ex altcra babcmus : 

oV/i. * G>/ v + v C«. * =r o, id est, Stn. (* + ») = o. 
Ergo * + r = o , sive i8o° sive 360 0 ; 

borum valorum autem * + j = 180 valere tzntum potest; quo circa x = 180 0 

ergo iS*w. * = Sih. j$ Cot. s = ftf. V. 

Sic prima aequatio fic: ' 

, d + v Cot.j Sht.x_ 
G »'*+ Sin.j * ~y" -°' 

biac v Sin. (* + J ) + i .&'».* = o (y). 

Acquatio (g ) etiam reducitur ad 

p _|. f» _ ft*f Cp 1. J = + v* + iyJ Cos. j. 
Ergo (»v</ + afc) Cot. j = (** + «»- </* - v*) ... (J ) 
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» * 

Exaequatione (y) sequitur, 

* H Sin. s fl d 2 Sin.*x „ , > - . . 

i$>«. (x+j) ,Si//. a (x+j) v J 

Jiaec substicumtar in acquatione (J)J 

/ , <ut*Sin.x \ n i» , » jb d*Sin*x , v 

[ ibc — -p- . , - - N J Co/. jrs/^ + r 1 — <*» — — — 7T — : — r . . . ( 
V. Stn. 2 (_x+y)J J ^ 6tn.-(x+y) 

quodsi aequatioues («) et (^) ritc devolvantur , habcmus : 

d* Sin 2 x = (o a + «*) -W* Cw.»j + a (<* a + «') iSf/i. * j Cw. x Cos. y + (*«+,» ) 
^/«.•j C«. a * »- M(! Ces.x Cos.*y — ^ae Sin.x Cos*x Sin.y Cos.y + zac Sin.*y 

Cos.*x (O 

2tV Sin*x Cos. s y + *bc Sin.x Cos.x Sin.y Cos*y + bc Sin.*y Cos.y Cos.*x — vPSin.x 
Sin.y . Cos.x Cos.ypz(t* +c*+d*).Sin*x Cos.'y + a (*» + c»_^) Sin. x Sin.y Cos.x 

Cos.y + (b* + c* - d 2 ) . Sin*y CosSx ( a ) 

hae aequationes , inscrvire dcbcnt ad dctcrminandos justos valores ipsarttm x et j; 
quandoquidera autem, (si loco 6in. x substituamus '^(i — Coi.**)» atque ex aequatio- 
ntbus provenientibus , quantitates radicales seu irrationalcs rcducamus , ) aequationcs fina- 
les sint notd ordims , eas resolvere non possumus gcncrali modo: ctenira cx Algetrae 
principiis constat, aequationes superioris gradus si exccdaut quartum gradum, gcncrali 
mudo , non posse resolvi ( 15). 

Tentemus igirur alio modo problema solvere. Aequatio ( £) praebet 
\lbc Sin.*(x + y) . Cos. y — Sin. (x + y) . Cos. y . Sin. x = (* a + c*) Sin* 
(* + jO — ^ O + - & 

sive (*" + «*- tbc Cos.y) Sin.* (* + j) - d* Sin. (* + j) X [ Sin. (x + j) 
— 2 Sin. x Cw.j] = d* Sin.* x\ 

id e*t, (*»+c» — aieXTw. j) $/».«(* +j)+</» J/w.(*+j) . Sin. (x — j) =d*Sin. s x. 
(b* + c* - itc Cos. y) Sin*(x + 9 ) + d* Sin.'x - d* Sin.*y = <P Sin* x. 

(t* + c>- d>c Cos.y) Sin.* (* + j) = d> Sin.*y, 
■equatio (#) praebet: 

(a» + e* — »ae Cos. x) Sin.*(x + y) = d* Sin* x. 
Hae aequationes si devolvantur, acque implicitae erunt. atque aequationes moio inven- . 
tae, quod pcr se patet; sed umen ex his aequationibus» pervenimus ad generalem enun- 
ctationem , quae tribuitur maximo pentagono ; eaque est : omniutn pentagonortsm iisdem iin» 
neis confectorum , ilU gaudet area maxima , qui circulo inscribi potest. 
Namque si ex prima in altera substituatur valor ipsius Sin.* (x + j) erit: 

g* + e* — aag Cos. » _ t* + c * — *b c Cos. y 
i ' <P Siti.*x d*~Ssn. a y 

«ive 



(il) Vid. dt Gelder, Bigindm dtr SteAsnst. IX Afd. X Hoofdit. J. 704. bl. 374- 

I 
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sive a* + e % — iae Cos. t _ ^ + t' - 

* — Sinjy ...» (*) 

si autem EABCD cst circulus, circum pcntagonum circumscriptus, atque ducantur radii 
MA, MBcactcra, erit, ob AM = EM = BM, _MAE = _;MEA} _TMAB = _:MBA 
ergo ^EMB = 360° -^MEA - _TEAB — _TABM = 360° — (_^MAB 4- zMAB) 
— _ EAB =r 360° - _TEAB - _CEAB = 360 0 ft _;EAB = 360« - 2 ,. 

Ergo si MK pcrpcndicularis sit lineacBE, erit _fEMK = J _fEMB = 180° — * 
ME = = * B A = M£9 ^BEj__ _ Cos.x 

Sm.bMK Sm.x 2din.x 41»«.** "~ 4~Sin. a: x * 

Simlli inodo crk MB S aut MC 9 : v. <\ . 

MC» - Rpa - ** + «* - afc Gw.j 
4 ^». a J 4~3?^ » 

scd, quoniam ratOi circuli omncs sunt aequalcs, erit MC* = ME a , ergo> 

a* + e~ — ia e^Cos^x. b * + c* — afe- C?j.j 
4 4 JVrt.Sj, » 

id est ** + ~~ - ae Ccs - * — b ~ + c ~ — * be Cos -f 
, * Sin. x x Sin~~y » 

quac acquatio cum eadem sit atque aequatio (K), quae deducta est, ex aequationibtt* 

£ = 0 ». cl ^r = °» P 8tct: t^Homn,fore maximum, quod ad arcam, qtt t 

circulo imcribi potest. 

Ad banc ;propositionem, qna quaestto partim soluta est, pervenerirans , non mo_> 
opc Theoriae de maxirais et minimis, sed etiam ope figurae proprietatum : certi sumusad. 
fore maximuro, sed ob acquationcs (i)a( t ), quac resolvi ncqucunt, ncque ctiam 
dijudicare possumus ope secundac difiercntialis , utrum tnaximum adsit nec ne: et eandem * 
ob causam ipsa quacstio prorsua rcsolvi ncquit. Namque quamvis pcntagonus maxiinus- 
ille sit, qui circulo inscribatur, tamcn, ex datis cjus htcribus «, b t e, d et <, ilUa*. 
circuli radius invcniri nequit : ctenim radius iuvcnitur formula, 

— a l + ^ — ~ ac c '*> * 

Tsih~?ic » 

.in qua autem * incognita cst , quac ob ratior.es indicaus , generali modo cognosci noa 
potest. 

14. Obse^vatio III. In functionibus duarum variabiliura dantur etiara casus, qui. 
bus primae rcliquacque relatlones ditterentiales aifinicos magnos valores adipisci possunt. 

Sin autcm cura valore quodam i P sa*um * ct v, v. c. fiat infiuite magna, oportet 
etiara ut ^ similem valorcin acquirat. Namquc , uti ex theoria planorum ungcntium 

con» 
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constat ( 19 ) » «1 date functio rcferatur ad superficiem curvem , ^ et denotant tan- 

gentes angulorum inter axes * et 3 , et lineas , tangentes supcrficiem in puncto quodam ; 
et hac lincac detenninant positionem plani, quod tangit supcriiciem in hoc puncto; crgo 

si ^ v. c. fit = «o , indicium crit , unam lineam tangentem pcrpcndicularem esse pla- 

00 xy, ergo , cum planum tangcnsper hanc lineam transirc oporteat, Hlud planum etiam 
perpcndiculare erit huic cofirdinatarum plano: sed si hoc locum babeat, planum tangens 
<tiam perpendiculare erit coordinatarum plano x , z t ergo altera linea tangens , quae 
eiiam in eodem tangenti plano positaest, itiden perpendicularis erit phino Hlo coordi- 

natarum; sed hoc fieri nequit, nfsi habeamus |~ = 00. Cacrenrmsi^aSt = o, et 
■^Ja - ^ji ; = 00 . *' fi>nt ^ et = eo , eamquc ob causam ctiam ^ a =|p= 00 , 



«egulae de maximis et minimis traditae non valent , sed ut detegatur maximmn aut mini- 
mum eandem.regulam, quam in Cap. I. Observ. II. N°. 13. dedlmiM, sequamur necesse 
-CSU Similes observationes , quac eo loco inveniuntur, et htc valent: cum potius hicce 
casus pcrtincat ad theoriam punctorum refiectienis solidorum ( te/g. LigchameJyte ketrpiM* 
ten , ) quam ad theoriam de maxioais et mioimis; uti sequenti exemplo Ulusmbitur. 

15. Eumplum 5. Fig. al. sint OX, OV, OZ, tret axtt erthegona/es : in eriginc 
© cellocetur centrum hasees ctmi recH , eujus axis O A igitur coineidit cum axt coardinata- 
rum OZ : si ptoatur radius OB = a, altitude OA = * , OR. = x , QR. = y , PQ = z 

^R^rf^ ^&&£&&^f£r t & Stf^Gf^^CStif &ttj ' t&S £0r*fS e^ 

■ « '..1 : f 

ragatur iityemre maximum ordinatum z hufus superficieit 

Ex figura macifcstum cst, OA esse maximaa illajn ordinaum y quae bsbctut si ponatuf 
* = 3 = o: theoria ergo idem confirmandum est, 

Est autcm differentialis datae acquationis , 

Ergd >~ « 'vc^ + j 8 )- 0 '-^- • ' vc^T7) = °* 

his acquationinn» «atisfacere noa possumus, nisl ponanms * = o ct 3 = o:^trgo si 
adsit maximum aut minimum , ss = o et 3 = 0, suot valores quibus z fit max* aut min. 
habemus porro: ■ • 

' ^** 

• (10) VM. de Geldcr, Diferent. Reten., 5. 14«. pag. 443 et scqq. 
(«• ) VMr d* Oetd e r, »tU. , 5. »33- p»g. 3«4» 

♦ I a 
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7_* _ _ V(x* -4-, ) _ 



t>** - + ~ vc** + j 4 )* 
t_ _ , o» + . ) i 

7>?~ + ~tfC*« + jf a )' 

Ergo si ponamus * =: o ct j = o, erit 

V* _ V* _ _ 
7v» " 7)? ~ ' 

itidcmque rchquae rclationes diBerentisles infinite magnae fiunt: quapropter, ut distingua** 
mus roaxintum a ininimo poncndum cst in dau functioue, Ioco * _ jr _ o, x _. + t 
ct — /j 3 — + k «t — Aj qua ratione. habcuius.: 

, =r * -i V/(* + * a ), * = * - b - 1/C* a + ' a )> 

pro * _ jf si. o, Ct2 = f;. quod si ponamus x et aliquantum minorc* et majores 
erit uterque valor ipsius z minor, quani valor £j ergo erit z •— b maxhna ordinata. 

Scd si quaestionetn propius intucamtir, A crit potius punctum reaectionis solidura, 
qcaau punctum maxiroae aut niinimac ordinaue;. qgouiam in puncto A ordinau z crcacere 
desintt, etstarim, codem regulari modo , diraiuuitur, ac primum cresccbat: et quamv» 
dau aequatio ad toum.coni superficicm pertineat, umcn, niUla ratione habiu valorua 
positivoTum aut negativyruu» * et jr, revcra non plus pKaebet, quanvpartem ADBE , ciri 
pars altera. DGEA perfett* siwilis fst. Si awem boc.verum sit, OA nan cst maxiraa 
•ordinata, sed OA est ttrminus, trans quem ordlnata z crcscerc dcsioit. <, *> 

». - id. . Hacc.de. maxuniac cx. muiifl_ fupctfopum, duarum variabihuro. Quamquam enim 
ea, quae in Observationibus I, 111, V, Cap. I, dicta sunt, et in hoc capite obscrvaii 
possunt , umen prorsus opus esse non arbifror , ea tepetere et separatim illustrare, quip. 
pe aut sint tam simplicia ut nfilh egeant Hlustratione, aut ejusmodi , loco ciuto, merao- 
rau, ut non modo de functionc unius variabilis valeant; eed in genere ad fnnctionei 
Tju^pluriuroqtttritimuin. variabilium pertinere possinu 



C A P U T T E R T I U M. 

DE MAXIMIS ET MirttMtS tUHfTIONUM , TRIUM PLURIUMQ, E VARIAWLIUM. 

I. C^uamquam investigatio maximorum ct miniraorum functionum, trium, plurium» 
qrie variabilium, frcqueos adeo non -eat io scteutiis Marhcmatkis, umen iptum arguman- 
tum postulat , ut et pauca de bis functionibus adjicianius, duo melius apparear, theo* 

■ * riam, 
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rlam, supra de functionibus unius duaramque variabitium exposiram, generalem esse in 
quavis functione , eandemque viam semper esse ingrediendam. 

2. Ratio , quam in antecedentibus capitibus secuti sumus , posttilaret , ut nunc etiam 
inqmreremus in maxima et minima, fucctionls simplicis v = 0 (*, y, a,) et functio- 
nis impliciiae <p (v, x, y, *) — o. 6uflicere autem opinor , si de maximis et minimis 
functionis simplicis v = <p(*,jr,*0 dicam; namque, cx iia, quae supra de maximis 
et minimis implicitarum functionum dicfa sunt, quam luculentissime apparet, eorum in- 
vestigationem iisdem parere praeceptis , quibus maximorum minimorumque inquisitio sim- 
plicium functionum, subjecta est: cum tamen omnis diScultas vcrsctur in resolutione 
aequationum diGercntialiuin ct primitivarum , quae cum illis conjunctae sunt, caque re- 
solutio non pendeat a Thcoria de maximis et minimis. 

3. Sit ighur v=<J>(jt,T,x) functio triuin variabilium , et, ut maximi aut minnji 
condkiones statuamus, comparcmus incrementa, ipsius functionis, scu ipsius v, cura 
maxima facta cst, aut minima, si quantitates /, «', (qitae denotant valores ipsarom 
x y y et z in maximo aut minimo) increscunt sive diminuuntur, quantitatibus quibusdam 
h y i t k: eodem enim fundamento nititnr theoria de maxitnis et minimis functionis trium 
pluriumque variabilram , quo superstructa est methodus, qua maxima et minima functio- 
nis unius duarumque variabilium invefliuntur ; crescant igttur primum quantitates .r', y\ s\ 
quamitatibus admodutn parris A, * et A, derade iisdem qusntitatibus decrescant, et ha- 
bentur incremcnta seu dccremcnta « ipsius functioni», his seriebus Taylomnis : 

"= +^J '' + T*' k J + * + a '}T^' + '*+*-^ . hk 

+*-^-"+B-<]+*[^ 

"'=-[^+lr<+£^ 

idest, brcvitatis grath: « • : ' 

« = [AA + Vi + Ck] + | [ DA* + iEM + Fi* + aG/5* + 2H/* + Ii* ] + | [ cactera. 
# '=- [AA + B/+CA] + i [DA' + 2EA1 + Ff* + aGA* + *Hik + U»] + $ [caetcra. 
Si nunmumadut, ntrumque « et decrementum esse debet; si minimum tecum babet 

«et 

(l ) Ex B*, quae a Cl. de Gelder, Dlf. Reken. , $ 74. bladz. 177. dicta gunt, ftcile colli- 
gitur seriem Taylorianam , caia trium variabilium, ittam formam iaduere: caeternm vid. Ul. 
Mftange, in MisceU. Taurin. U $6. 

I* 
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ci et «' incrementa denotent necesse est ; ergo primo casu hoc signiiicatur , ai « et «/ 
utrumque sit negativum , altero autem casu positivum. 

Quandoquidcm autem h, i et * vel minimas •upposmmus , eam ob causam termini 
secundi serierum, crunt multo minores, quam termini primi, quapropter valores posU 
tivi aut negativi incrementorum • et m' sine errore dijudicantur ex valoribus positivU auc 
negativis terminorum primorum: habemus igitur 

- = + + * + c *j = + CS-*+S •'+£•*]• 

.' = - [AA + B/ + C*J = - 3 .A+g . 

In bis autem, uti ex ipso Theoremate Tayloriano perspicuum est , ^ , ^ et , de- 

cotant relationcs difTercntiales , quae locum habent, cum variabiles *»jr,z sunt *',/',*', 
iJ cst ubi obtinet maximum aut minimum. 

Hae rclationes igitur ejusmodi esae videntur, ut post maximam aut minimum pracbeant 
incrementum posiiivum, ante illudautem, incrementum negativum; cum vero id absur- 
dum sit, tales valores ipsis relationibus , scu potius talem valorem ipso xermtno primo 
adsignerous necesse est, quo incrementa «ct «' pro maximo ct minimo, negativa et po» 
aitiva fieri possint: noc autem nuUo alio tnodo attingitur, nisi ipse termina* evanescat: 
crgo pro maximo aut roinimo erit ; 

«t, quoniam A, / et k, quamquam exiguae, tamen nullum valorem habere non possint, 
habemus in maximo aut minimo has tres aequationes : 

7)v "Jiv 7>v _ 

Et qaoniam , generali modo, hae sunt functiones triuro variabilinm x, y et at, optime 
inservient ad detcrminandos valorcs earum) vartabiUum , quae reddant propositam functio» 
nem maximam aut minimam* 

Si autcm tcrmini primi serierum positarum evanescant, habcmus» 

« = «' = + [DA a + sEtt + Fi» + ?GAk + aHik + Ii a J ; 
hacc incrementa habent eundem valorem , qui autem pro maxtmo negativus , pro minimo 
posttivus esse debet. Scd cum dijudicandum hoc sit absqne increraentis h , i et k , scd 
tantum, ex particularibus valorrbus relationum differentialium D, E, F, G, caet. , 
quac in maximo et minimo locum habent, conemur terminum sccundum in alium trans* 
formare , cx quo talia indicia sponte oculos incumnt. 

Idque eeouenti moio instituitur : 

DA» 
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DA» + aEA/ + F/« + &Ghk + .H,* + IP = [da* + sEM + 2 GM + ^ . ^ 

+ S • ' *+ + [«■- D^] + [" " £<*] + 

= D t , + j. l+ o ,j + [F _ a-^+^-fi-^-a^ 

r> E» „ EG , G* 

fac autcm F — -g=tf,H— -jj-=*;I — — = Aet babemus, 

Cacu = D [h + 5. .«+£. Aj* + «/* + aM/ + <* 9 , 

sed , uti inCapite n Tidimus , W +«*«+**• = n . ( A + ^)' + (< ~ t) ' 
ergo crit tcrminus secundus, 

»0+5 -'+s-o"+ - 0 + *y + c— • 

oui terminus negativus aut positivus flt si habeamus : 

negativas aut positivaa: sed « Q — negativo aut poarivo, sequitur c negatiram 

aut positivam cssc oportere et simul,. 

o . c majorcm fore quam 0*. 
Ergo si substituamus, loco a 9 b et c 9 eorum valores, habcmus pro maximo aut minw 

E* C 3 

mo has conditiones: nimirum ut sint teruiini D; F — ct I — — t negativi aut 

•('-£)> («-!?)*• «.f-£«i-£. ... 

quitur autcm F et I esse negativas aut positivas ct FD > E a ; ID > G\ 

Igitur si substituamus locoD, E, caet. relationes dilleremiales, liabetur hacc regula, 
qrta maximum ct minimmn indicatur et dlstinguatur , ex valoribus negativis aut positivis 
«lationum differentialium , quae intrant in terminum secundum serierum positarum (2). 

"N&y 7\*v \ 8 y 

Pro maximo requiritur, ut fiant^^ ; 5; 4 ncgativae, pro minimo, eacdem relatio- 

ncs positivae ficri dcbent : sed , tum pro maximo , tum pro minimo sequentes conditiones 
adsiut nccesse est. 

m 

(a) Hac regulae etiam expoaitae sunt a lagrange in MisceUaoeU Taurin, ioco cieato, $ 6 
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/V» Xb* .W \ /_?. _ ____Z 'N v f ^ _ ____L__l*\ a 

; (^* ;\*-* 

Quodsi his conditionibus satisfieri nequeat, aberit maximum aut minimum, neque eriam 
aJerit maximum aut minimum si , aut ^ , aut ^ , scparatim aut simul cva« 

nescant, dum , ^ ' ^ caet. non evancscant; tum enim nullo modo conditiones 

propositac obtinent locum ; scd aderunt tum , si , caet. evanescentibus , 

-N»y -VS_ -VSy 

» <i» » <-« » babcant determinatos valores: quodsi omncs relationes evanescant, cva- 

nescit terminus sccundus seriei posiuc: tum autcm valor positivus aut negativus ipso- 
rum incrementorum • ct »' pendet a valore positivo aut negativo tertii termini : et cum 
ille valor unum incrcmcntum reddat positivum, altcrum negativum, opoftet, ne inab- 
surda incidamus, ut totus lertninus tertius, aeque ac primua tcrminus, cvanescat: quod 
si locum non habeat, certi sumus maximum aut minimum non adcsse. Si autem comra- 
rium obtincat, tenninus quartus, sl codem modo traiisformwnr ac secundus, indicium 
pracbcbit et discrimen maximi et minimi : et sic porro. 

4. Ex his igitur cernere Hcet, eandem Methodum qua maxima et minima functionum 
unius et duarum variabilium determinantur , easdem regulas ctiam praebere, quod ad 
functiones trium variabilium ; atque ex hac convcnlcntia haud incerto concludere possu- 
mus, eam etiam valere in functionibus quamplurium variabilium. Ne autcm inutiliter 
longior 6at commcntatio , in tales non inquiram : itidemque omittam observationes iu an- 
tecedentibus capitibus factas, utpote quae sunt generales, eaeque ad functiones plurium 
variabilium facile appllcantur : sed finem imponam huic capiti, et buic primae commea* 
tationis parti , sequeoti cxemplo. 

5. Datis duobus globis A et E Fig. ae. ptrfecte clastkis, invenire massas trium afia» 
ruta globorum clasticorum , ita ut , si globus primus A percutiat sccundum B , data velocita» 
tev, secuttdut autem pcrcutiat tcrtiumC, vcloeitate , ex prima percussione acquisita, ct sic 
porro , ita ut , globo postremo , hac perpetua coltislone , communUctur vcUcitat mastt- 
ma? (3) 

Vocentur massae globorum datorum A et E , M et m , et massae gtoborum interme» 
diorum ar, j, *. 

Si 

(3} Hoc problemi tndqaitni cognkum ent, fuitqae Hugeniai, qul primim lotodonetn de> 
«tic. Lignnge illud elrgmti pulchroque modo solvit in JUiteeii. Taur. pig. |t. ««. 15. 
liceat. 
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Siglobus elasticus cujas jnassa est M, percutiat alium a_iobunrr, velocitate v, dum 
hic, celeritate t, in eadem directione movetur atque Ule, erit alcerius globi cekritase 
post colliswnem (4), 

_ aMv + (r — M) t 
c KHTi • 

Si igitur corpus cujus massa cst x quiescat , ideoque nullam babeat vclocitatcm , ao- 
quiret hoc corpus , post collisionem veiocitatem 

_ «Mv 
C - M + x' 

haec igitur est velocitas, qua globusB percutit globum C: hic igitur habebit, post col« 
Usionem , velocitatem c* , 

id est, si substituamus valorem ipsius c 9 



. 4 Mv* 



Sic etiam velocitas quarti corporis erit , 

ajr« / . __ 8Mv jry 

^ =T+^' s,ve ' = <M + ,)r>+j> 0 + O f 
ac denique valocitas postremi corporis erit , 

V — gjec " l6Mv.*«T.r 

V -* + .«-(M +*)(>+,)(*+«;)' 

atque in hac functione x , jr et x ita sunt detenninandae , ut velocitas V fiat maxima. 

Ut autem facilior fiat diffcrentiatio , utamur Logaritkmis , eritque Log. V = 
Log. 16.V.M + Log. x + jr + Log. s — /,«_;. (M + *) — Log, (* + yy 

— £<_r. (v + r) — £<>j. (* + m), 
Sic si diffcrentietur erit, 

V - » + jr) + * -RT+-3- -FTJ , + * r+"»» 

sive si omnes termini multiplicentur per * . j . r . (M + *) . (r + jr ) . (j + r ) 
(r + »), dein divldantur, 

= rjr(M + :r) (r+j) Qr+r) (r +»)•_* +rr(M + *) (r+jr) <_r + *X*+»)}t 

+ jrr(M + r) (* + jr) (y+r) (r + m) "Jr - r.jr.r (* + j0 (jr + r) (r + m)-_r 

— (M + «) O + r) (r +»)> — r.jr.r (M + *) (y + r) (r + w) __/ 



(4) Vid. Crtndhtgint. dtr Wtrktuigkundt t door J, Blti ilere, $ 170. ptg. «4. anno »764. 
Desagulierius, PrttfinJeivindtlljkt Nmtnurkuntt , II Deel, pag. 110« uit 

K 
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— x.j.z (M + *) C* + f> C* + "») - *. j . * (M + *) (* + j) (* + ») 1* 

— x.j.z (M + *) (* + j) (y + r) 

Scd omncs termini per x.j .z (M + *) (x + j) (7 + z) (« + «) dividi debent. 
Sin autem colligantur tennini qui multiplicantur per 'Jii, "Jjr et"i)3, habcmus, 

^> v - CM+*)(«+j»-* (*+j)- *(M+») ^. , («+?)(j+O-jCj+«) -j(*+j0- 
V *(M +"*)<> + 7 — , t ,+ JJ(j + a ;. 

_i_ Cy + ~) (g + «g) — "C ^ + «) — *C? + -0^. 

+ -*C*+J> (*+-) 

id est, si ritc omnia reducantur, 

^ v=sV -«(:m+*7(*+j) 0 * + v - k^+^+^-^^T^)"*^)-^ 

£r °V *(N+*)C*+?)' ^ V(*+J> Cjr+*y '«(a+jX^-HO* 
Et cum pro maximo ^ — o^^ — ojI^sso esse oportcat, habemus ad de» 
terminandas x, j et s , has tres aequationes: 



My — = o 

XX j* = o 



jr» — 2* = o ) 



M : x _ * r y 
unde sequkur ^ * : j _■ j • * 
j : z = s : «. 
Ergo r M:x = x:jr=jr:s = «:>». 

Hinc igitur scquitur, massas omncs constitucre progressionem geomerricam , si corpn» 
extremum accipiat majrimam velocitatem. Idquc non modo obtinet de tribus massis intcr» 
mediis, ut nostro casu; scd qnptquot sint massae, cerpus ultimum, tum accipiet maxU 
mam velocitatim, eum massae constituant intcr sc pregressionem geomctrlcam. Igitur da- 
tis roassis m et M, inveniuntur massae corporum intennediorum , si inter M et m tot b*. 
terpolcntur tcrmini, qui geometricam progrcssionem constituant, quot rogantur corpora: 
sic nostro casu facilc invenitur 

His valoribus utendum est in variis terminis differentialis secundae: hujus duTerentialis 
inventio, si aorma vulgari instituatar, nimi* molcsta cst: quam ob causam Lagrange, 
ut hoc cvitetur, lianc sequhur viam: fac 

v V V 

*(M+*) C*+j) * J jC*+j) Cr+O " *(*+j) C*+») 7> 

erit^ = . (Mjr - a^f = 0 (« - J*y, f z = y(jm- *«). 
Vocetur ratio perpetua progressionis geometricar, erit illa progressio bujusmodi: 

M, 
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II, rM, r*M, r»M, r*M, 
M, x, j, 2, ro. 
Ergo si hoc substituatur in superioribus valoribus, erit: 

V ■ 1 V 

■ ~ rM (M + rM) (rM + r»M) ~ r*M3 (1 + r)»' 

. V V » 

* r 2 M (rM + r»M ) (r»M + r3_) r'M3 ( 1 + r)* ~ 7? » 

V V _ 

y — r%l (r»M + r 3 M ) (r_l + r _) ~ r»M^ ( 1 + r)» ~ r*' 

>y -\y rjy 

Tam vero si diffcrentientur valores differentialiuni habemus ob 

j . _ 0* d7 

Mx — *» = o; xz - j» s o; ym - 2» — o : 

^ = •(_*-_*>) . 
1£Y = 0 (*_x + - *J^) = J C jfc* + - 
= y(m^ — az» = ( mto — a_>). 

! Ergo |i V -_-__* = -a.rM, 

yV _ a_ a*r»M _M 

~~ "~ r* • ™" r .? <« 

-_»V _ bM _ agr»M _M 
-~ r« ~ r< r3 * 

Ergo cnm • semper positiva sit, erunt differentiaks secundae negativae, et prima 
st niaximi conditio. Habemus porro 



» 



yv _ M yv _ yv _ «m 
7)*._7 ~ ' _ °» >._j ~ r» 



igitur »o. p X = 4.W major quam = _»M»; 

o yv d»v 4«»m» / d j v y 

denique 

3°. A_ _ __l|[)\ X f-" V - _3^v^_ 5^ a M'. 

y» ) _V )~ *r A .r« ~ n ' 

X 7)* a ' V "&*» ' 
majorestquam ..... yV yy, . , , , 

/ __. _ _______?Y_ fv__Y = s2£ 

l yv ) v_*.w . * V 

V ".x» / 

Itaque cum omnes conditiones conveniant, locum obtinebit maximum inventunu 

K a SEC- 
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SECTIO A LTERA. 

THSORIA DE MAXIMIS ET MINIMIS PUNCTIONUM INTEORA- 
LIUM INDBFINITARU M. 



INTRODUCTIO. 

l. Quas in parte priori tradidimus rcgulas . ad maxlma minimave invenienda 
rias, in iis seroper rcquircbatur, nt quantitates, de quibus maximorum aut minirooruzn 
csset irrvcsrigatio , innorcscerent in funaionc aliarum quantiratum, a quibus pcndcrcnt; 
id cst, maxioia ct minima iavestigabamur, lcge raancnte eadcm , qua bae quantitatcs, 
cum aliis, a quibus pendibant, erant conjunciae ; caque lex, acquatione determinata , ocu- 
lis proposita erat. Scd hic non cst limes , quo ultcrius progredi prohjbemur; naroque, 
quas considerationes instituimus , de elcmentis talius functiunis , quae ccrta tegc 'deter- 
minata csset, eas nos institui posse de hdc ipsa conjunctionislcgc, quiique intelligit. 

Hae autcm considerationcs hatura difficiliorcs sunt; nam, ue supra variatio, quam 
quantitas, ut ad maximum aut mmimum accrescendi vel decrescendi gradbm perveniat» 
subire dcbet , facile inveniebatur , legc innotcsccntc , qua hacc quantitas cum aliis con- 
juncta essec; sic nunc kge illa immutante, iisdem principiis non invenirur, quorocdo 
illa lex sit oportct, ut quantitatum conjunctio, quam proponit, maximum fiat aut mini» 
mum. Etcnim cum legis mutatio non detur, ncque etiam adest relatio harum quantita- 
tum ad alias: sed baec rclatio a priori plane indetcrminata cst. Ergo cum htc non dentur 
principia, quibus maximorum ct minimorum invcstigatio , quam supra exhibuimus, ni- 
titur, nequc etiam in hac parte inservicnt regulae traditae: scd hae regulae ex aliis prin- 
cipiis, id est ex alio calculi , quam.differcatialis calculi genere, hauriaptur, necesse est. 

a. Miniroa distantia duorura punctorum ad se rnvicem, est linca recta, per baec punc- 
ta transiens: haec est res omnibus eognita; sed cogitemus, ut fieri potest, nos hanc 
proprletatem ncscirc, et.scquentcni quacstionem poritamus : /Intcr omnts innumervs cur* 
w;, ACDB , AEFB eaetera, Mig. 23, quae perJuo datapukcta A et B transire pmsurn^ 
easn irrrenire, cvjus longitudo est quantisaj miuima? Nunc igkur nil fere datum est; non 
constat determioata relatio , inter abscissas x ct ordinatas 3 lineae curvae , sed haec rela- 
tio, id est forroa aequationU Utteae curvae, cjuac dktam habet proprietatem, invroienda 
cau Longkudo cujuavi* curvae inveaitut, si *x ejus aequationc differentiali,.inve^iamus. 

' haec 

- ■■'■ •'2'.« .-■•<•: - • . ••. . ; . .,. : 
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* 

haec elementa, "5** et^y*, atque si functionein VTc^+^J*) calculo Integrali subjicia- 
mus: igitur cum acquatio, sive lez, ex qua haec functio dctcrminatur, incognita sit, 
nil cognoscimus, praeter hanc functioncm indcfinitam SVCb** + "iJ*)» igitur haec 
functio, tamdiu varietur, donec valorem minimum attingat, quaeritur. En novum genus 
quacstionum, quarum solutiones, ex summo Analyseos fastigio, quaeri debent, et de 
quibus, in hac altera parte rractare conabor; tamen, utpote tiro, qui ob vires tenuis- 
simas, hujus analyscos partls indokm penitns nondum pcrspexcrit, sed potius ad su- 
perficiem ejus materiam tetigerit. 

3. Calculus, qui requiritur, ad variationem dictae legis inveniendam , vocatur cal- 
coxus variationuh ; cujus inventor fuit summus Lagrange. Etenim, quamquam 
Janus Bernouillius hujns calcuH indolem intellexerit , et quamquam Eulerus inte» 
grum librum conscripserit , quo solutiones omnium ejusmodi quaestionum cominentur, 
quae ad maxima et minima formu-Iarum integralium indefinitarum rcspiciunt , easque cer- 
tls rcgulis subjecerit (1) ttmen ille Lagrange, omnem iliam Analyscos partem re« 
degit , et sub forma novi calculi proposuit. 

4. Cum differentialis alicujus quantitatis, significctur per litteram d % Lagrange 
ejusdem quantitatis variationcm indicat pcr graecam litteram minorem J; igitur, cum 
7)x significct diferentialem ipsius x, erit Ix ejuidem x variatio. Caeteruin quod ad regu. 
las hujus calculi, caedem sunt ac regulac catculi diffcrcntialis , bac sola intcrccdcntc dille- 
rcntia, qood, cumin aliqua functione <p (x, y % z caet. ), "frx t "Jiy , cactcra, cx ea de- 
terminata functione, constantem in gcncre intcr se habeant rclationcm, talis relatio non 
adsit inter;j.r, iy caet. ; sed hacc a se inviccm non pcndent; pro lubitu sumi possunt; 
quonianf , uti supra diximus , lex , qua omnis functio in hoc calculo variatur , prorsus 
indefinita est. 

5. De hoc calculo, qui, quod ad quaestiones de maximis et minimis pcrtincat, latis» 
simc patet , perpauca adhuc scripta sunt ; quae autem scripu inveniunrur , ejusmodi ca 
esse mihi vidcntur , quac noo , nisi assidua lectione et magno studio , pcrcipiantur. 
Etenim quce ipse inventor Lagrange, nobis tradidit* ab co tantuunnodo intclliguntur 
qui hujw calculi principiis initiatus est (a > 

Alii 

( O Videatur Hhtorla hujua cilcull »pud Montnclam, Hhttire des Matbematitiuct , Totn. III. 
Liv. h J XXXIV. pag. 35a —355. Iiaec histori» ctiam concinct historiara de maximis ct niini- 
mit fusccionum Integralhim indenninmm : hh enim cahmlu» vfriationum orifincm debec. 

(e) Scripsit Lagrange de boe calcolo quacdam in Tomo 11 et IV, Miicellanetrum T.turt- 
mensiw. Postea AMer nodo ln Bac re , quoad Buuima pertinct , elaboravit ia sno operc dtt 
frncthnt Anatjtiqnt*% Part. II. Chap, XII er XIII. pag>a7*— «07. Hac Methodo autem non> 
uiemni. Denique qnaedam, eaque, ut mihl videtnr, omnium maxime peripicua, iuveniiuicur in 
atio eju* opere, AUta^ue Aaalpitut. Tsim. I. P.rt. I. Secw IV. $.11, No. 15 et »eq, Nam- 
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Alii autem , qoi de hoc calculo scripsirunt, uti Cousin in suo opcra Lecons dc caU 
cul Dlfertntiel (t Iturgraly Totn. II, pag. 721 sqq. aliique, suo quisque niodo, hi aut 
non omni pcrspicuitatc rera proposuerunt , tut in omnibus , quae de hac re cogitari et dici 
possunt, non claborarunt. 

Etenim si cum his ea conferamus, qnae Eulerus scripsit in suo exceUenti ope- 
re , Mcthodut imeniendi lineat curvas , maximi minitnivc proprietatc gaudesites , seu tolu- 
tio probletaatis Isopcrimctrici , latissitno scnsu accepti, quisque videt, multum adhuc in 
hoc calculo, si non indaboratum , at certe non omni pcrspicuitatc et copia pertracta- 
tum esse. Hanc ob cau&atn , ea tantum proferam , quae intellexi , et in his ipsis brevis 
esse debeo, ne aut talia proferam, quae propter principia, (quae hoc loco cxponere 
non possum,) aliundc petenda, obscura videantur, aut, ne nimis longam hanc commen- 
tationem reddara. Exempla perpauca attuli , quoniam plerarumque quaestionum solutio- 
nes, quae in hoc calculi genus cadunt. ejusmodi sunt, de quibus integrum volumen 
conscribi posset. 



CAPUT PRIMUM, 

DE MAXlMIS BT MlNIMIS FUNCTIONIS INTBORALIS INDBPINITAB 
fV^X, CUU V EST FUNCTIO QUANTITATUM, X,J, Z C A B T. B A- 

BOMIJUE RitATlOWUM DtlFERIKTJAlIIJM ^ , M C4BT,, 

Sz V* 

1. Principia calculi variationis haec sunt (i). 

1°. Vartatio alicujus dijfercntialit , aequalis est diferentiaG ipsiut variationii. 
Nam , quamquam non cst hujus loci hoc principiura omni evidentia mathematica expo^ 
nere, taraen quisquc hujus principii veritatem, quasi e longinquo, praesentit; si functio 
quacdam , primum ditTcrentictur , tum varietur , idem obtinebimus , ac si haec funcdo 
primum esset variata , tum diflcrentiata ; idque sic proponitur : 

3. D-fO)] =7). [i. " . 



que et tmtim opcram in Analysi praesdtit, ut omnia fere Mechanicei 
duaerit , quae pendcrent a maximac minimaevc quantitati» determinatione. 

( 1 ) Vid. 111. Lagrange, Meeanique Anatjtiqme, Tom. I. Prem. Pan. Sect. II. paff. 84 « »5. 
art. 14 ct 15. 
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a°. Simitt modo erit variatio integrallt, cujusvis functionis diferentialis , acqttalis 
integrali varialionis ejusdem diferentialis functionis. 
Id est si v sit illa functio diilcrentialis , erit: 

5 . fv = fi.v. 

Simili modo erit i . V* = "J) 3 . i*: caetera et J*. JV = J 9 .v caetcra. 
s. His praemissis, sit functio proposita v, talis functio, qua continentur quantitates 

variabiles x,y, z caet. ^L. caet, quae functio igitur, simplicitatis gratid, per- 

ov o x 

tinere intelligatur ad curvam simpticls vel duplicis curvaturae AB, Fig. 04. Haec au- 
um runctio, cura in genere ad ulem curvam pertineat, prorsus indetenninau est ; suma- 
tnr hujus functionis integralis, id est, muutis verbis, sumatur summa valorum hujus 
functionis , a liroite quodam a usque ad alium quemdam limitcm b. Sint igitur puncta 
A et B hi limites : eo modo functio JVJ) * trit acquatio indetcrminau , quamplurium 
curvarum , fluae umen in eo sunt dcterminaue ut ad easdera limites A et B pertineant. 

Ergo functio indeterminau Sv^x pertinet ad infinius lineas curvas, quac eosdem 
limites A etB communes babcnt, id est nostro casu, quac per dau duo puncu transire 
ccacue sunt. 

Nostro casu igitur tavestJgatio mazimi aut miniroi functionis indeterminaue SV$x 9 
reducta est ad hanc questionem: datis duobus punctis A;(B positione, per quae punctet 
innumerae curvae tranteant , invenire eam curvam, in qua functio indeterminata JTVJ)* 
fiat masimum aut minimum. 

• 3. Haec proprieus maximi aut minhni, judicetur ex valoribus antecedenttbus aut sub* 
sequentibus maximo aut minimo , necesse est. Igitur si AB sit rurva in qua vabr 
functionis S v ~2>* est maximum autminimum, et ducantur curvae AedR, AcVB huic 

quam proximae , erit ex Theoremate Tayloriano , si clemenu x , y caet. caet. 

QX 

crescant aut decrcscant certb quantiutibiis , (quod increro. aut decrem. pro omnibus 
npubo per <,) valor increm. aut decrem. funcdonis S v 7) * pro curva antccedente AcdVt 
(A denounte incrementum aut decrementum, quod in functione obtinet), 

a = + + t^J£.ji + «^f + ««,. 

p*> curva ArVB erit, 

ii + — jpr-.' jjr~ caet - 

Si cnrva ACDB gaudeat dicu maximi aut minlmt proprieute , oportet nt prb raaximo , 
tum in curra Ao/B, tum in AcVB, « sit negativum, pro minimo autem positivum; 
ago si incrementum exiguum adto sit, nt snperiorum serierum, summa urminorum se> 

quen- 
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qucntium mulco miuor sic quam souis praecedens terminus , haec summa negUgi pote. 
rit, eritque, 

n= + ^, n' = ->^i. 

Ergo hlnc sequitur, eodein modo ac in priori partc fusius explicavimus , in curva, 

«bi maximi aut mtnimi proprietas locum obtineat, L^* nibilo aequalem esse debere. 
Ex bac igitur aequatione , 

— 71 °» 

deterroinatam rcquirere debemus functionem differentialem , quae si integretur praebebit 
aequationem curvae, aut quantitatis functionem, in qua adest mazimum aut minimura 
rogatum. 

Sic etiamsi * 'f^* sit positivum pro curva inventa, aderit miniroum^ si negati- 

vum, «derit muimum; et, verbo, quod in superiori parte dc maximi aut minimi prae» 
sentia dictum est, ctiam boc loco valet. 

4. Tradamus autem nunc, quamnam formam adipiscatur si v sit diffe- 

rcntialis functio , duarum variabiUum * , j , earumque retationuin ditTerentialiiun 

2* - caet. posito ^x constantem et U consuntero. 

Ratio qua variatio talius functionis invenitur , hic exponere non possum ; variationen 
Imjus gencralis formulae dcscripsi, ex opere saepius citato Cl. La Croix, Tom. II. 
§ 853. pag. 768. Sufliciet igitur brevitcr indicasse, quomodo illam functioncm obtiaere 
possumus : 

ponamus g = „ ^ = g = ? ; |* = £ = r caet. erit> hujua fonnae, 

> = M> + N^ + P> + + caet. 

in qua formula M, N, P, Q sunt coemcientes ex differentiatione profectu, quae sic 
inveniuntur , uu nocum est , 

M=^, N=|-, P=^caet. 

id est M aequalis est differentiaU datae functionis , supposito x essc variabiletn , caetera. 
Sic ctiam crit, 

Jy = Mix + NJjr + P>/> + Qiq + cacu («) 



est autem = ) . ^ = j , 



id 
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ia est, ob ny=1*J et n* = D>x, ip = - » sin autem 7>* con- 

stans sit, erit J."Jx = o, et &/> = W-^ ; et sic etiam de reliquis. 

Porro artendcndum cst, quoniam ~^,sx = »7>* + *d'> csse JV^x = « — JVJ)j; 
ergo, ejusmodi functio *> integretur, erit semper, 

.** = *.** — ^fJx.^J, 
(quod Galli vocant integrer par partits t ~) et in tali integratione , cum quaecunque fate< 
gralis suos habeat limites, tcrminum s.)x, qui extra characterem f integralem cadit, ad 
Hmites pertinere, perspicnum est. Igitur si in functione («) sive in iv, substituantUT 

caetcra, dein multiplicetur per "3*, ac tum integrctur , ratione ha- 

bita dictae integratio&is , obtinemus hanc formulam generalem, Ir qua 

• = Jv — ftxi 

wiM.«*.+.(»-g+£-~) + £(q^-* + ) 

+ V ( R ~I +««•)•+«««>+ (N-g+^-l^ +c.«.).C> 
*i autem v esaet functio trium variabiUnm carumque relationum differentialium, esset 
etiam: - 

}v = M}* + + 07)* + P^ + QTtf + caet. + P"J>/ + Q' V + «et. , 

pofito scilicet p 1 — f* = erir «' = J* — p"lx ; et 

» < W.o*.+.(p-§+^+«-.)+$(q-^+^[-«-.) + ««. 
+ •• (",-£ + ^+-) +£(*-$' + £ " - ) + — 

+ («Hs +$-««•) + JV.*(o-g +|3P - ««.). 

In presenti autem loquimur de varlationc functionis duarum variabilium* 
5. Si vocemus illam partem formulae ( 1 ) quae extra iategralem characterem inveni* 
tur A, partem sub xllo charactere (X); erit 

a . /v/&* = a + S*T>* (X); = £ + £ jva* (X). 

Si maxiraum aut rninimum locum babeat , fiet = 9, ergo 

£ + ^/O*(«) = o (£) 

termiaa» ~ refertur ad limites integralis; /«VJs (X) amem ptrtinet ad curvatn intra 

L * 
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illos limites , et cum baac curvac partem pracctpue consideremus , oportet ut pro maxK 
mo aut miaimo fiat 

JVS*. (X) = o, 

hI est. /CX) = o, sive N-|? + ^ - ^ + «et. = o (y) 

haec igitur functio praebebit aequationem diffcrentiakm detcrminatam , quae si integretur 
provcniet aequatio curvac quaesitac. 
Quura igltur in aequatione (/3) sit J**ix (X) = o, erit etiam ~ = o, id est, 

si A' est valor bujus functionis in primo lnnite , A" in altcro limite , crit , intra limites: 

-. •••<»> 

atquc hacc est altera acquatio quae pro maximo et minimo etiam obtinet , eaque cum re» 
feratur ad limitcs cognitos , eamque ob causam nil continet nisi quantitate* constantes , 
inservirc potest ad determinandas constantes arbitrarias , ex integratione ortas, 

6. De hac postrcraa acquatione ct de constantibus arbitrariis, quae ex integratione) 
provaniunt, baec pauca dicantur , priusquam ad exempla transcamus. 

Quaevis functio differentialis , ai integrctur, sempcr cx integrationc oriuntur quaedatn 
quaiitiiates constantes seu arbitrartae , quae , si fkuictio diffcrcntietur , itcrum cvanescunt. 
Hae quantitates, cum sint arbitrariae, pro curva, in qua maximi minimive proprieta» 
locum obtinet, fiant determinatae necesse est; hoc vulgo instituitur considerando , quem- 
nam valorcm habet intcgralis, initio, ubi curva incipit, ct in fine, ubi desinit; quod 
nihil est aliud, quam functio illa, intra duc* Umitcs intcgrarc; ergo bi limites noti sint 
requiritur. 

Si duae v. c. adsint quantkates variabiles atque in aequatione (y) non nisi termini 

N et contincantur, aequatiofy), erit aequatio diffcrentialis secundi ordinia: et cur. 

va linea determinata erit , si coacta sit transire pcr duo puncu cujus coordinaue datac sunt. 

A'' — A' 

Aequatio (>)» nimirum: — — = o., 

in genere est hujus formae (si v. c. tres adsint variabiles x, j, ar, neque earum dJfTe» 
rentiales relationes,) 

(a"J*" + Vif + *"lO - (^Jar* + Vif + VJV) =o, 

ergo si curva habcat limites fixos, dau curvae puncta in his limttibus non variantur, seoT 
tngencre erit >*" = o, ix' = c, iy" = o, i/ = o, iz" = o, lz' ~ o. Igitur 
tali modo aequationi (l) sponte satisfaclraus, ponendo has variationes, nihilo aequales. 
Scd tum etiam erunt d' = oj W -=t o cact. atque hac aequationes, uti in exeraplis osten* 
dctur, inservient ad constantes axbittarias determinandas. Si autem aequatio (y) Insu- 

per 
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per contlneret terminum , aequatio illa esset aequatio difTercntialis quarti ordinis , 

«t quatuor igitur oriontur consuntcs arbitrariae ; igitur si limites curvae fixi datique sint 
quatuor puncta , quorum coSrdinauc determinatae -sunt , sufDcient , ad curvae positio* 
oem determinandam ; sed et alio modo curva determinata erit. Namque si in aequatio* 

ne (y) contineatur ^*^- , aequatio (>) ctiam continebit terroinum hujus formae A>. 

-caet. ita ut sit hujus formac , + b"iy" + caet. + h"i . |£ + '"'•■Jp 

+ caet. - («'>*' + Vif + caet. + h'i.^Z + ?i . ||! cact.) = o. Ergo cur» 

limites sint fiai , erit in bisce punctis : ix" — o , ix* = o caet. i . = o caer. 

1 . =o caet. ; sed.~7„ sunt tangentes anguloram , intcr tangentes llncae curvac in 

limitibus, et Inter axim abscissarum; igitur, sicuti in his limitibus x — a , y — b caet. 

tic etiam «runt quantiutes constantes; ergo in his punctis dicti anguli, 

determinatae sunt magnitudiuis. Sufllcict igitur, ut curva pcr duo puncta data transeat, 
atqiie ut duo dicti anguli inlimitibus dentur. His autem quatuor datis , constantes 
arbitrariae, quae curvam dctcrminant , ope aequationum *" = <>, b" s= o caet. inve- 
oiuntur. 

Sic si aequatio finalis (y) superioris sit gradus, simili modo ex aequatione (>) aliae 
hauriuntur conditiones, quibus consuntes arbitrariae determinaatur , mancntibus scilicec 
limitibus fixis. 

Sed fieri potest ut curvac puncta ta limitibus , super lineam curvam aut superficiem aut 
alio modo moveantur, quo in casu illi limites non sunt fixi sed variantur; igitur, tum 
**, >J» 3* 10 limitibus non constantes sunt, sed pendent a natura curvac seu super- 
ficici supcr quam movcri coactac sunt ; si igitur aequationes illarum curvarum seu su« 
perficierum datac sint, ex his acquationibus , si varianiur, prodibunt quaedam varia- 
tioncs ix, iy aut ix ; igitur opc harum variationum determinatarum , cjici possunt, ex 
«equatione (>) tantae variationcs ix, >j, lz, ut reliquae, quae in illa aequatione ma- 
nent, prorsus a se invicem non pendeant, qua ratione acquatio (>), quae ita libcrata est 
a variationibus , quac a se invicem pendent, (et in qua tum intrat conditio mcmorata, 
scilicct ut Umites per cuTvam seu supcrficicm movcantur,) inservire potest ad determi- 
nandas constantes arbitrarias. 
De hac postrema considcratione multa adhuc dicenda manent, eaque, si locura obti* 
t , diflicilius reddit problematum solutiones ; aed cum propter difficulutes , ulia 
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problcmata exponere non consritucrim , in quibus cjusmodi condifionibus satisfieri oportet, 
da his plura non dicam. Plura autem invcniuntur in opere citato Cl. La Croix 1. c. 
quo, ubi cxcmpla tradit, passim etiam indicat, quid in talibus casibus agcndum cst. 

7. Eulerus in suo cgregio operc Methodus Jnveniendi caet. t ad simitem aequario* 
ncm , atque aequatio O) , pcrvcnit; non autem forinulara generalem uti formula ( 1) tra- 
dit: ad minimum aut maximura invcnienium , profcrt quidem aequationcm (y), scd nul« 
lam facit mcntionem acquationis (3), quae ad constantes arbitrarias determinanias inscr- 
vit: quac profert, ea gcncrali modo non profert, scd pedctcntim ad ea pervcnit. Sic, 

•quod de functionc v, ex qua ~}v = M"Jjr -f- + cactcra , exhibuiraus, demonstrac 
primum de tali functione v, quac pracbet "J)v = M^x + N^t; tum de v, exqua "^v = 

'ld~)x + N"dr + P77>; deinde si"5v = M"d* + N"Jij + P^p + Q"^, et sic porro (2). 

In his igitur clucet emolumentum , quod calculus variationum nobis praebct; scilicet, 
quod mcthodo gcncraliori ea proferat et luce clariori oculis proponat, quae vcteres uon 
nisi magno studio ct multis ratiociniu manifestum. jcddebant. • 

y*S a v 

prouti enim hacc functio fiat negativa aut positiva maxinium aderit aut minimum. Ratio 
igitur postularet, ut, quemadmodum functionem > «T v7)*» «> gcucralera forraulam pro- 
posuimus, atque cx ea fonnula dijudicavimus , quinam terminl in curva, maximi aut 
minimi proprietate praedita, nihiio aeqnales fierent, sic etiam tractaremus functidnem 
J*»f v ^*» ut a f° rmu l a cvoluta judtcium fcrrc posscmus, quinam termini positivi, quU 
nam negativi evaderent. Sed hae considerationcs cum tumis difliciles longaeque sint, 
et cum bene rauhis opus sit exemplis, ad illustrandos , divcrsos casus, de his nihil di« 
cam ( 3 ) , sed potius in exemplis viam monstrabo , qua ad maximi minimive judicium ccr- 
ta normi pcrvenire possumus: ad quae exempla nunc transeam. 

9. Exbmplum 1. Fig. »5. Qutm per dua puncta A«B, quae ift diversii linds 
vcrticalibus AX , et BY sita sunt , infinitas curvas Isncas duccre possimus , rogatur tam 
curvam determinare^ super quam , gravc corpus minimo tetnporc perveniat a puncto B ad 
punetum A? (4)» 

In 

(a) Vid. eju» op. c«. Prop. H. pag. 34} Prop. irl. pag. 4»; Pr°P. IV. P»§. 57 i Prop. V» 

m- 71* 

(3) Quaedam de indicil* maximl et minimi invcniuncur apud L* Croix, op. cit. Tom.I r . 
$ 876. pag. 607 sqq. Ex quibu» ccrnere licct quam diilcllia e»t talium Indiciornm generalia In. 

vcstigtuio. 

(4) Solutlones quas dederunt fratres Bernouillii hujut problenuti», antam prsebuenmt 
ad plurei ejmmodi qnacstiones 5 quae, cum calculo variatiomrm originera darent, tummo Jure 
itlad problema, qood vocant prttitma Rneae eelerrimi Jescensut, eelebratur: (vid. Lagrange, 

Thc*r. 
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jn Mcchanica docetur, celeritatem, quamcorpus, per lineam curvam descendens, in 
quocunque puncto habet, acquatem esse vclocitati, quam adipiscitur corpus, si labatur 
per ordinatam verticalem, huic puncto convcnientera : igitur vclocitas quam corpus ha- 
bet in puncto quodam <*, aB lapsum; aequalis est velocitati quam luberet in puncto c, 
si pcr lineam verticalem BY, 4 B usque ad e desccnderet (5): ergo si originem coor- 
dinatarum ponamus in B, et B* vocemus j, ba x, crit B* = *, et vclocitas corporis 
mpunctoc = 1A<?*> U dcnotante spatium, per quod grave corpus primo temporis 
minuto secundo, labitur(6); idest, cum velocitas sit accelera»., si y illam veloci- 
utem acceleratam denotct, 

7)r = V*g** 8 < vc >" = *S* > 
hacc cst velocitas in 'puncto a, ct cum velocitas corporis in ratione composita sit viac 
confcctae ct inversae rationis teroporis, habemus cum ipsius curvae arcus via sit, (j de- 
n ounte„cumB,,,tempus) 



unde -3/ — — — ^ — y*gx ~ V*g* V*g* 

ieitur * = /^*- VO + f ^ (7); haec functio igkur minimum evadat necesseest. 
B J V 2 S* 

Ilabemos itaque in formula ( 1 ) N°. 4» 

Er- 

Jhetr. des Fenct. afnaljt. Pan. IL Chap. XIII. S 73. Edit. r. ) ProMema solvebant ope calctili 
difierenclalis: Talis solucio v. %. invenitur apud Sione,-/Inatjse des Infinetnentt petitt, tervant de 
suite aux infinimentt petits da Martuit dt L'Hopical, centenant le calcul Integrat, ptg. 150*. 
Prob. XVI. Eulerui , illud tolvlt tua Theoria in citaco opere Methodus invenienii caet. 
Exemp. IV. pag. 40 et 50. Quaraplures reccntlores Macbematici solutlonem hujus problcmtcls ope 
variationnm cafcull dedcnmt, In qoibus praeclpue memoraorur Lagrange, Theor. dts Fonct. 
Anal. lcco moie citato\ Poiison, Traiti de Mccanieue, Tom. L $. 988. pig. 430 ; Couslrj, 
Lecont ie calcul Diferenticl et lategra/, Prem. Parc. psg. 347. N01 trademui solutionem, qnan. 
tum iieri potcit ex fontibui propinquii bauitam; eamque ob caufim admitcimui noi icire, cur. 
vam rogatam esse simplicii curvsturae. 
( 5 ) Vid. Cl. van der Ey k , Inttit. Phjt. , pag. 47. §. 109. 

(6) Hacc formula ex theoria vii gravicatis facile invenirar, etque omnibui constac 

(7) Euterut in exemplo ciiaco , statira hanc posnit aeqtiationem; aed ratio , qua, integra 
redditafunctioDC, adtumic consuntei arbitrarias , ec ad formam curvae concludit, miaus dilucida est. 
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Erg0 M = " z&zSo ; N== ° 5 p = WW-VO + /*) jQ = oclft 

ftrmula generalis fit igitur: 

»•.»•»- »+ v«. <W y> + ->•"»• y«» c P , + ,y 

Nostro casu aequatio (y) fit, .P = o, sive P = Const. = c 9 id est, 

t - c . 

v*s* (i + **) 

Ex hac aequatione igitur deterainanda erit curvae aequatio; fit auiem^* == _e 4 £*(i +/ 9 ); 

et dtvidendo per _c 4 £; "dj 9 = _. *^ x * . 

Sit -4- = y , erit 7)7 = «^--^v = -vr^—* 
baecaequatio iu propom poteat: ^j = - — __ Cr a* ) "5* 

_ i, A. (£) , « fJfcZJ^ _ y C „ - 

«rgo jr = r + • -tt». — VCy* — -*)• In origine est j = o 

_t * = o, ergo fit r = o et aequatio curvae erit, 

• = J(y) -**• •»»• — V(.r* — **), 

quae est aeqnatio Cycloidh, origirlem coOrdinatarum habens in puncto B, et radius cir- 
culi generatricis acqualis est \y (8). 

Constans (r) dcteraiinatur , opc coordioatarura alterius puncti A, scd facillus deter- 
nrinari poterit, ex aequatione (i), N°. 5, quae ad limites refertur: in aequatione 

__ = _ 

7>_ - V(r* - _«) 

« ponatur _ = B* «= « , erit ^ = vCya _ ^ er si ponatur * = o, erit 
^ = 0 = y — o. 

Kr- 

< « 3 Vid. L a C ro l_ , TrtiU iUmmtsin de calcul Jiftrtntiei et intrgrat, toa, psg. 117. 
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Ergo in aequatione (J) fit 

tfr* S, 4. . ± . 

— \figa (yo — & > T 1/3^« -y a 

ergo, rcstituto *=lj-fls, quae fiet ia A" , «-fr~ v 1,1 A '» " = ^' wi 

haec functio = o, esse debet, et quum limitcs sku fixi, erit ip his limiribus = 0 
et iy = o, ergo habemus j ...» ••-«"-- • — • * 

postrema.aequ*tio uil docet; namreduifta stc fii, o * 1 =a o . VHr% M est, 0 = 0} 
a^uatio primafit//-7-f = p) ~ y agr £ a _ ^ = eC » idest » Vajy 0"» -^) = *' 

t/^rCr*-*^--, id est, (r«— «*) = °» unde y = a; 
ergo justaaequatio cycloldis determinatae est jr = i« -f«. ,S/fl.r*«.^ — J — V0« — **)• 
Functio J /v}* °ostro casu est = > . />. ^ - igitur indicetnr mi- 

nimum, oportet ut ^ fiat posKm. 

In nostro fboaione raveniunwr f et * variabiles, quandoquidem autem / pendet ab 
s, licebit dictam functioncm variare supponendo p tantummodo esse variabilem, quam 
ob causam posuimus: »-* .' . T * - 

et non positivam: ett autem, 

in genere sit quantitas positiva , si multiplecetur cum "3* , atque tum integretur ab * = o „ 

nsque ad * = * , semper euaus • . . ' '• • . _ 

J 
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»_*(i+f 9 ) * 
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quantitas positiva. Quam ob causam tempus lapsus .in cyclolde erit minimum j 
ob causam cyclois nonnumquam vocatur curva cellerrimi descensds sive Brachjstochrona. 

10. Exempluh a. Sit Fig. _6. OPB curva ad ordinalai OQ, PQ applicata: OS 
evohtta hujus curvae (ontwondcnc der kromme), ac rogetur eurvam ita dctcrminare, ut 
spatium OPS, intra curyam OP, radium curvaturat PS, et evolutam OS contentum , 
fiat minimtmf ' • ._,__*• 

Hoc Ploblema invenitur apud Eulerum , op. cit. Exemp. II. pag. 64. Ille tamen in 
solutione baud usus cst rationc dilucida, cum. aequationes integratas in alias transfor- 
mat; eam ob rem in hSc solutione, ut plurimum secuti sumus Cousin, qui cjus- 
dem problematis solutionem praebuit in suo opere Lecetu dc Calc. Dif. et Integr. t 
Tom. I. pag. 356. 

Ducatur linea TS, rmeae PS quam proxima, erit Area triaoguli PST aequalis areae 
todus OPS differentiali; id est, 

7) . Areae = JPS X TP; ^ 

cst aucem PS ss rtdio cuTvatorae sR = YSuZiJll 1 

porro TP = > = t/ Q*» + /»); ergo 

*0 . Areat = \ . 1* <_Lt£>', et Area = A = § _T_* . -i-ti-^, 
atque baec funcrio minimum fiat requiritur. Si illam cum formula (1) comparemos 

n«, v » ~ q p 

Igitur M = o; N = o; P = *LL*-±lD . Q -_ _ . * + ? ; formuU 
ralis nostro casu erit, 

,. = «. + . (p - g) + $ Q +/. v( - n + 3?) 

Pro mtolmc- cru|S_|£ = oi .lv«|"S_||. fctac |2 - p _ c , flv. 

C-P+!§ = .. 

Mukiplicetur haec aequatio pcr = q ~b* » eritque 

- P?_> + *7>Q = 0, 
est autem generaU modo "_y = P}_> + Q}_, « summa harum aequttionum est, 



(9) Vid. Cl. de Gelder, Difer. $. 81. pag. «03. 
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Q^f + f&Q + c "iP — 7>v = o: ct integrando + + D = v, 
D denocwite novam arbitrariam constantem. ln hac fonnula igitur fiat substitutia, 
eritque, 

- + C P + D = ^^/^ i 8CU 9 (* = C P* + D *> 

sed q = |£; ergo . (t + *')* = <_>|J + D |f , 
unde > = = S ^ + 

-icy^.+^y^+E. E8t8UtC m/^. = -^ 

porro. cum = |D» + iDffi-*iy» = » D(« +f™~/ Dp ^ 
|D(i + />«)Ty r jD4> __ jD/> p ___ 

erg0 * = -4^T75 +|D /rrr^ +E> id *fclfc=**-T"*-a>' 

x = - jg^^ + *B Arc. Tang. (p) + E ( A) 

Est autem"Ji» = crgo j = //»"5* + F = p» — /#$/> + F, id est , sub« 

•tituta x\ ~ i » n t 

^ = E>> - Jo^TO + JD/> r ^*^- e^+Z ^^S^ * D ^^i4^5 + F i 

™f$fo=*f$n -fdfa =>• Arc - Tans - c » + 4 ** Cl+ » a ^ 

/fo+T^ = c Are - Ta "*' (/») - * D ( * + ?*)• 

Ergo jr = - p . + |D/ _*v. (/>) + C -Av. Tang. (/>).... 

-;D ^.Ct+/ 8 )-JD/^.r^.( / )-iDi^.(i+/)+F=F -^. 1°^^ 
+ C Are. Tang. (/>). "™ ' 

Ex aequatlone (x) deducitur; Arc. Tang. (>) a ^ - ~ + p 4 ^"^."^ ; 

T _ p _ 4 C/> - D />» 4 C* 4 EC 4 C» - DC/> 
Crg ° D (T+7»-) + ~D - "D- + D ,i + />*) » 

D,- 4 C,-DF- 4 CE- 4(i+/; + a(i+ ^ -.DP-4CK+ 4(I+ ^ S 

M £ic 
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fac DF - 4 CE = G, eritque = G" - 4 0 + Dj; 

binc (!+/») = (4C-D/>y 

1 +,J 4 (G^4,C*-D^)- 

Et quoniam V = (, + A «), erit > -= a -^£o*f £2^0})" 
idest, ob, = -^^5^. hinctategrando, i*-V(G-C«+Dj). 

Nara constans arbitraria, quae cx b*c integratione oritur, quoniatn coordinatarum ori- 
ginera- posuimus in puncto O, nullum habet.valorem. , 

Quodsi ex Cyclotdis transforrnata acquatione quaeratur iongkudinis functio , srroilcm 
obtincmus valorem (io). Ergo curva , q««c- dfcta minirai proprietate gauJet est Cycfoh. 

Tcrmini quac :n acquatione primitiva , nimirwq in acquatione J.JV^* = vS* + caer., 
cxtra integralem , ad limitcs pcrtincnt , sunt : 

vix + • 0 -W) + $s • Q ; id m f vu + * ( p - 1?) - f ( p - W) > 

+ i -^ Q -^^: Q > id est ' CjJ i^^+i - +>>■ 
• c +'*»?&+ - ( -t-^ >•£=«••••■• c.y 

hacc aequatio* si ad limites jeftrauir, inservire debct ad deternrinandas tres constanrcs- 
arbitraiias> C, D »et . G,. tx, inwgration ib us onas* 

Ex acquattone G - 4 C* + Dy = ^f^^y ♦ 

facile deducitur valor ipsius p = ^ , et hinc etiam invenitur q : quod si curva coacta sTt 

d* 

transirc pcr tria puncta quorum eoCrdinatae sunt deteTminajae , cx illis valoribus inveni- 
tur quid fiant pxt q in illis pnnctis,; tum si ex superiori aequatione (*) formetur aequa- 
tio ad ltniites (J), (vid. N°. 5. ), atque iri hac aequatione (J) substhuai.t.ir valorcs in- 

vcnti / er f, habemus, qnoniam- in fixis liinitibus 3x = o , Sy = o et 3 = 0. 

7>* * 

tres acquationes, cx quibus.,,u:i in primo excmplo, facile inveniuntur constantes C, D 
etG, quibus Cyclois , poaittone prorsM»- detcrmiaattir. Non autcm h tnc calcutum in- 
stitoeHHis^quoniam nimis longp* cst. Au minirai pracscntiam indicanJam, oportet, ut 

. , - 8it 
Cto) Vid. Cousin, op. c:c. Ton. I. p«»«<Si. 
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sit /J*v*)* positiva; est autem, 

V 

et quoniam in hac aequatione insunt p et quorum autcm p peodet a q , nostro scopo 

Vv • 
•cfficit, si ^5 fiat positiva } estautem, 

1? — (' + p*y >*v _ . i 4- />«)* 
• j ? » ty» — + f « » 

quae cum *it positiva, erit etJ^ t ^x=fJ±SL±JlZ^^j positiva: quapropter 



locum habebit. 

ii. Exbmplum 3. Invtnirt curvam , in qua sit vahr hujus formulat J VD* » maxi ' 
mus vel minimus? (11). 
In hac fonnula igitur est v =s q* , ergo V = W^^bll qu«2 

M = o, N = o, P ss o, Q = nq—', R = o caet. 

«* igitur i fvDx = vlx - |9 + > . Q + /.'-j, Q^), 
Igiturcum|^=o, erif&Q=*7l*» Q=«f- '=**+*; hinc^=r||= r (*£±*)*"""T , 
sive ~dj> = \ ^* „ J*~~' ^*» *™ C P 1 " 11 * 8 ««lcBli rntegralit regulis invenitur» 

I 2 , M^r 1 + = 5=V -^^7^+ -+* 

■ *»— -I 

quae est cuivae aequatio, ita ptoponends, v = (A* + B )•— « + ox + W. 

Curvae figura et ordo pendebit igitur a valore ipsius *. 

1 

Sl v. g. n = 1, erit y = ( Ax + *)" + « + </, 
quae inter curvas nequidem est adnumeranda; pro o = s, 3, caet. curvae omnes fient 
algebraicae. Si fuerit fl = i , esset , 

-fcss-i (?f^)-\7>, + 0*;j = j; Xv.a(« + *) + « + ^» 

quae curva, propter Log. (ax + *), erit transcendentalis ; reliquae autem formae, quas 
induet aequatio pro valoribus negativis et fractis ipsius «, erunt semper algebralcae. 
Aequatio ad Hmites hujusmodi est, 

WT + |j idest,ob|f =|£ = r, 

(ii ) Vid. Eulerui, cp. clt. pi«.6o. Exeaip. V. 

M • 
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?• lx - n (n - i) • riy + n («- 1) r r / 3 * + »S*- 1 1? - *f ' ' 3* • > - o. 
Sit v. r. curva coacta per quatuor puncta, positione data, trausirc; ex aequatioue, 

~ " . ( a JL± *V-"5 + C 

n- \ \ n ) 

invenitur, quid fiant |^ = q \ ^ = r, in tribus ulibus curvac punctis , et 
quum aequatio ad limitcs tres contineat variationes , quae in illis punctis nullae sunt , ni- 
mirum lx, iy, I . ez illis aeqttationibus tres arbhrarfae constantes inveniuntur* 
His 6ubsticutis in acquationc, 

»«— t 

y = (Ax + B)--i + <•* + </, 

si quarti puncti co5rdinatarum valores in hac ipsa aequatfonc ponantur , ob:ipemus 
quartam arbirrariara censtantem, et hlc curva oinnino detcruiinatur. 

Si puncta data in directura esscnt posiu, mutaretur curva quaesita in lineara rectam, 
cujus aequatio est y = cx + d. . « 

Ad maximum ct rr.iuimura distingucndum hahemus , 

)v = nq»~*%q; J 3 v = «(« — i) y«— *tq* , 

cr S° 7= " C« - O *— *; . = _f » (« - I ) f — >. 

Num haec quamius sit-positiva aut negativa , ex valore positivo am negativo ipsius n 
dijudicari debct : v. c. si p sit numerus positivus integer, major quam i , aut fractio 
negativa, erit scmper JVj (a — l) "dx positiva: si autem n sit numerus fractus 
positivus, erit JT» (/i — i ) semper negativa: ergp primo casu aderit ini- 

nimum, altero casu maximua. 

ta. Haec exempla jam sufficiant, ad iliustrandam expositam theoriara Integralium in- 
definiurum. Plura exempla profcrre opus non ccnseo , quoniam eodera modo resol- 
vi possunt ; quo autem superior fiat gradus aequationis differeutialis finalis , eo etiam 
impcditior solutio fit, et plerumque magna opus cst sagacitate, ct ingeniosa rcquirun- 
tur calculi artificia , ad aequatioaes ules tracuodas , earojnque constantes arbitrarias de- 
icrmitiaudas. 
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C A P U T S £ U N D U M. 

DZ MAXlMIS 1T MINIMIS VUNCTI0N.I8 INtKGiALM IN&fcTEJtUlNAIAI 
fv~b*, Cl/M 1R FUMCTIONE V N ON JIODO CONTINENTUtL VARIA- 

* ILES QUANTITATES, *, 3C/ , CAET., SED ETIAMALIAE 

lNTECRALfcS 1NDITEKUINATAE. 

' r 

I. C^otuidentio formularum Integralium, sponte adrnittit ca.uin ctiam generaliorera , 
quo functio v non est funciio ipsarum *,?,/>,?» cact. scd et hujus funccionis V = 
t f V'^*, in qua V etiam est functio quamiutum x , jr, z, p caet. Tum igiiur functio 
y pendet ab alia integrali indeterminata ; sed hicce casus simplcs etia.n est , quandoqui- 
dcin fkri potcst , ut ipsa v , a quampluribus integralibus indctcrminatis functionibus penfc 
deat: ct quamquam de talibus functionibus tracure, ob summas difficultatcs, non con- 
stituerim; Umen , ut bujusrei notiuo percipiatur aliqua, brcvitcr dc illis quacdam adum. 
brire liceat. 

a. Sit igitur V = / V 7)*, ita ut 7>V = M' > + N' Tfcr + F caet. j sit deni- 
que "Jrv = M "d* + N."5sy + P 7)/> + L , ac ponatur « = ij — f&s ; porro sit 
J*L"bx intra Limites totius mtegralis proposiuc = I, et habemus hanc formulam, quae 
indicat variationem functionis indetcrminaue fv^x, posito v continere et aliam functio* 
nem integralem , ipsamque esse duarum variahilium quantiutum : 

, = - + . (p -\2 + £ - «.) +£(<>-£+ ~) + $ 

( R - H + «*••) + + /• V (n - ^, + 15 - c«l. ) + 

+ 1/. .^(n- -^'+|5 - c.«.) - x.-J-(lN'-^ + +€.».) ;o. . . co 

In hac genenli formula tres intcgralcs occurruin; ut autem ad eaidcm iiitcgrale n re- 
ducautur, fiat L "d* = I , P°st integrationom iutra limius, = A , ciit A qiimnius 
consuns, et 

• . - 

( 1 ) Vid. La Croix op. c u Ton». II. $ 854. pcg. 769 $qq. 

M 3 
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I / (N' - |~ ' + CMt.) = S A (N' ~ |£ caet.) ; 
ergo si nunc tres illae integrales ad unarn referantur, habemtis, 

, J». = v* + . pQ + ^-OW + VC5J*^=IH3 -caet.) + 
* £ Q _ ^tR-CA-l)R'3 + wu )+««. + /.}«([ N - C A — I)N'] — 

ilP_t(^r O H + y[Q + (A-D<n + caet .) . (1) 

st igitur functio proposita maximum aut minimum ficri dcbcat, necesse est, ut terminus, 
sub integrali cbaractere, zero aequalis ponatur: qua ratiore habemus acquationem dif- 
fcrentialcm detcrmiriatam , cujus integratio nobis pracbebit functionem , quac dictft pro* 
prietate gaudet, et cujus conscantes arbitrariac dcterminantur ope terminorura , exira in* 
tcgrale signum, qui ad Hmites pertinent, simili ratione ac in Cap, I. 

3. Attamen, quamquam hoc loco eadein praecepta valeant, quae de simplict functlone 
S v ~2*> tradita sunt, tamen plerumque multis iisque magnis difficultatibus implicamur , 
ad bas aequationes tractandas , quarc sequens gcnerale exetuplum sufficiat , ad aequatio* 
nem (c) parum Musirandam. 

4. Sit in genere t S"b x Vi* + Z 1 *) ttreot Uncae ctiryac , tt tit v funotio fojw or. 
cus, ita ut 

v = LJ>rt/0 +/•')» 
in qutt L ett fuuctio ifsarum x, j; rogatur invenire eurvam, ht qva, fwto * ?= «, fiat 

svbM z= sl-hx svci + /■)>. 

maximtm aut minimum ? ( a ) 

Est igitur, si hanc aequationcm cum geaerali formula (2) comparemus , 

v = s^* V(i + />*); v = t/(i + /> a ); » = L"av = l> v^O + />'); 

fietque in limite altero post integrationcm , id est ubi x = a , X^T)* = A. 

Porro erit *V = ^gfcf 

Ergo M = o, N = o, P=o, caet. M' = o, N' = o, F^—L^; Q'=o, caet. 

etit igitur: > J>> = vls + J%0* ( ~ ^ (A ~ 1)P ), 

D (A - I) P . 

pro maxtmo et minimo ent igitur — ■ — 0 » 

id est, substituto P' = y(x\f) * cl 1 * S L t x > 
(a) Cf. Eulerui, pag\ 94. Exempl.IL 
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"^• •ax vJ+r) .(A-/L^) = o, 
id est, < denotante constantcra quantitatem, 

< » -^—^—^ . (A — /L^); ........ O) 

functio L"*)* = D . I integrari debet^, intra duos limkcs, ab x = 0, usque aJ x = 
sed cum hoc idem sit ac si fiinctio L~$x iutegraretur iu iiaiite x =. a , fist L "^ * = A , 
et aequacio («) fit, 

^ 1 " e * m V ( = 9 ' id esl ' * ~ B = 0 ' 

ex q* krvenitur jr = **, qnae est aei)iiatio lineac rcciae, parallelae axi abscissarum ; 
cujnstjuwa positfo, ope constantjs «t aeqnatione 

v"d*r — ■v^fk' = o, ■• 

aJ Iimites, determiriatUT. Hat autem irivestigatioiies , uti et judicum maximi aut ramimi', 
pettdent ffOrma dftermlnktalpslUa-ftincttonls L. 

S* v. e. <larttur fcaecfttnctio , S«~b* J"&* Vi ~ + /*)» 

esset in exemplo praecedenti L — ji L~ftx = j~b* , denotat aream Uneae curvae; ergo' 
si diti sint UmkMi mira quos integralis functio cadit, inregrari oportet rbrmula j^t, 
iatrt Hk>* liraftes ; IrTesrVhoc casuA erit area lineae curvae , intra Hlos lknkcs# • Aeqna-~ 
rJones atttem dkfererirJales , quae ad bujus simplicis functionis integrationem conducunt , 
ita finn* implfcatae ut >fc fc ' ac ue m qutdern , possint resblvi ( 3 ). 

5* Conskteratfones aliarura funcdonum indeterminattrum , velnd' earuni , in qnibus 
qiiamplures occurruntintegrales,.aut quae formfl sunt implicatiores (velurj sunt furicrb- 

nc»y-^^~; fV~5* *^ V ^ X caeteraque,) transibo, quandoquidem ejusmodi sun: , 

quarum .dilucida ac accurata wplicatfo, si nod niiriis longa, at certe diJScilior est, q. am 
iu a me omoi penpkukMe propoMUir. :~ j- . - ■ 

(3) Cf. Enlerui op. cit. Eaemp. IL paj;. toi. . 

' • 1 ■* - - ' 

capu r 
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' ■ . . . f _ 
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CAPUT .T- E R T I U M. 

DK MAXIMI6ET MINIMIS RRK.ATIVIS* 

i. Quum igiturde functionibus integralibus indeterminatia , ununt alterumque dixerim , 
abesse non possum, quin et vcrbo moncam, quamnam habcnt applicationem in quaesrio- 
nibus de maximis ct minimis rdativis. 

In qiiaestionibus enim supra allaus, in gcnere rogabatur functio, quae hanc illam- 
ve maxlmi minimive proprieutem habcret; sed, ut de curvis tantum dicamus, quaeri 
potest , inter omnes curvas , quae eandem habent communem proprietatem , eam inve- 
nire quae gaudet aliquo maximo aut minimo. Rogetur r. c. curvam invenire, quae inter 
omnes eurvas ejusdem /ongitudinis , habeat maximam aut minimam aream ? 

Tum maaimi tninimive proprictas non est ab&oluta , sed rclativa: attamen ea, qnae 
supra de functionibus indutermkiaus dlcta sunt , etiam valeat , ad tales quacstioncs 
solvendas. - .„ 

In exemplo proposito perimeter curvae invenitur functione S^b* VCH + /*) • area 
antcm hac deterroitmur St~b s i crgo quaesrio haec erit : irrunire curvam^ in qua 
valor funetionis Sj~b x maximum aut minimum attingat, ita ut ctiam in iila curva hatc 
functio S~b* VC l + ?*) constantan habeat valorem A. In nutxinu' et minimi abso- 
luti dcterminatione esset i Sj~)* — o ; sed nostro ca?u variatio illius functionis tum 
dcmum zero fieri potest, cum ejusmodi sit constituia, ut in ea contineatur dicta pro- 
prietas, nimirum ut JT^* VC l + P 2 )* ccnstantcm valorem habeatj hoc autcm generali 
rcodo ita proponi potest, 1 • ...... 

> SlJl* + 0*VCi + / 9 )J - o, 
in qua a est quantitas consuns indeterminau ; namque ad scopum pervcnlrur, si ex data 
prcprietate S~i* VC « + /•*) = A , ea hauriantur elementa quae in functione j~)x in- 
cognita sunt , quae , si in hac functione- substrtuantur , praehent functionem , io qua dicta 
proprietas continetur, cujus variatio igitur si nihilo aequalts ponatur, habetur aequatio 
ditTcrentialis, ex cujus integratione , curva quaesiu innotescet: sed cura ulis opcratio, 
valde sit difficilis, eam ob causam St) x VC • + /> fl ) jungitur functioni j^x et multipli- 
catur per constantem indcterminatam , quae si determinata essct, iu cogitari debet, ut 
functio , 

+ VO + />*), 
eundem praebeat valorem, ac si unica functio, dicto racdo, essct invenu, quae dauro. 

pn>- 
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proprietatero contineret. Ergo de.r^ludone iiiMuiiorum et minimorum relauvorum, 
haec valet Regula. 

a. Slf S*^* f unct, '°> maximam vaJortnt attingtre dcbet, fV~b* aUa fuiwtio t 
eontinens froprietatetn r, quam in omnibus functionibus /V^* commumm esse oportet; 
imenictur maxrmum attt minimum rogatum, si itrfcstigetur maiimum aat minimum httjus 

a notattte guantitatem indelerminatam , quae fottea constituitur , slmul cum arbitrariis 
eonstantibus , cx integratione ortis (i). 

Ergo talium problematum re»olupoaii nullae insunt aliae didUultates, nisi illac, quae 
insunt in tractatione functionum hnegralium indcterminaurum ; qutim ea resojutio rcducu 
sit ad maximi minimive indagattonem unicae functionis indeterminatac, quae semper est 
ex genere earum , dc qtiibus supra Cap. I et II moriuimus. 

3. Quaestlones de maximis et mimmis relativis vel mfcxime celcbratae sunt^ Vocantur 
ct pleripiqiie problemata Isoperimetrica. In illis, ante calcuU varhnionum invcntioncm , 
multum operis impendit Jacebus Bernouillius, qui primus ralia problemata pro« 
posuisse videtur, et simul cum Jano fratrc, ad hujus calcutt inveutioncm ansam de« 
dit (a). Eulerus iusuo citato opcrc , amplum dcdit tracmum . de maximis ct niint- 
mis relativis. Multac pracrcrsa , de hoc gencre pjaxiraorum et minimorum , invcniuri» 
tur in diversis commentariis , qui in Noiis Actis Pctropolitatiis inserti sunt. Summus 
dcniqueLagrange et hlc thcoria usus cst, ad Mechaniccs problemata, iia inviseuda, 
ut eorum solutio penderet a sola determinatione roaximi aut mioimi rclativi ( 3 ). 

4. Ut autem, quacdicta sunt, meliori luce intueantur, sequcns inserviat problema. 
lnter omnes curvas, tjusdcm longitudinis , ea» dtttrminare, quae in tjus rcvoltttione 

circa axim, generet maximam aut minimam suptrficitm (4)? 

Proprietas omnibus curvis communis, hacc cst fb* VC l -r-f 4 ) = A>, et hujus 
proprietati9 habita, ratisnc , functio supcrficiei , 

nmiraum aut minimum evadere debct. Habemus igitur , 

*. sd* i*y* vo + « v<i +p*n=°-+ 

id 

( 1 ) Demonstratio Analydca hujus regnlae inVenitttr apud l>« C roi r op. clt. Tom; II. $ 873. 
pai, 8os. Couiii op. cit. Tom. I. $ 61. p«g v 35». Haec ratio oonWnit cora illa qnaki trad;t 
Lagrange mb nomine Mtthode des Multiplieateurt , vid. ejua Mee. Attai., Scct.IV. $1. pag.-a^ 

(a) Cf. Montucla op. cit. Tom. III, pag. 353.. 

(3 ) Vid. ejui Mec~A*al., Tom. f. Part. I. Secu IV. $ III. No. af. pag. 05. 
(4) Vid. Coisin op. cit, Tom. I. pag. 300. 

Cs> Vid-Cl. de Gelder, Digor. Rtk., $, 83. P«g. »'4» C r > 

; . 
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id est , comnmloiK io.iituu «m forwl, ( .) t»p. I, N». 4 , 

»-_+.>.. vc,+/), >=> «c.+/>..+,.-^ + .._^ ?>j . 

F., S o M = . ( N = +>); P= C/+.). j ^ J » Q = o; R. = <, _- , 
fiet igitur generalis illa forraula , hujusmodi : 

= ( , + a^VU + f) >*. + .. ( ,+ 0.^^.5 + 

Ergo: > „ (l + f > -.- h . ■<> ±£ljj = 0, -! 

m autem } . Q+±) f — ___£__ _r y, 4. „n > f P V 

V(i + P>) VTi + />') + " + tf) ^-V i/ (x + y ; ); eritqufe 

^VCi +/) - ( *+^).-J).f_£ ^ _ ^ _ , 

\V(i + P 3 )J iX ( i+^) = °' * 

Sed -fc =/>■_* , hinc V t/ ( i +/>») - <a +y)t .( P \ w />»,* . 

vi/( ».+ i/Cf+"i ~ j — ' 
ct , dividendo pcr ( « + j ) , multiplicando per p V(i + f), 

f * v<. +/.') =*• <*«*<• +/•)=»»- «•+/•««; c _ ««)/-,.;,.__£!_ 

p= v7i^r C+^ =■.-_-,•' * / C'+rt= i7a trF )5 »v'c.+^)= r: £_ 1- 
E. 8 . , t /<«+«.?.( p -+_). r iSf_, 

formula praecedens, facta subsitutione, erit 

-^________, 

a + y , _ -a — °- .: 
Integrando, (_ + j.) + «■ __ *-) + c _ 0> 

sive cum arbitraria constans c omnes formas possit induere, 

L°g. (« + j) + i Z. V . ( i _ _») = Ly. *. 
Unde Zwtf. <_ + j) VCi - **) = /^. _ ; id est. (_ + j) i/( t - ,.) = a # 

Est autetn V(i — » **) = - • cr__ 

KV 1/(1 + _•»)* crg0 

(- + ,)« = *» (i + (_ +yy = £ + 

Gi)* 
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CBjus integralisest, * = <? — b Ltg. Nep. [(« +j) + v"( (* + J )*•—**) ].' " 
. Haec est aequatio curvae quaecitac , quae curva est catamria (6). Si catena ex punctis 
duobus AetB suspendatw, formatur, gravitatis actione , curva linca , quae catenaria dici- 
tur. Sit igitur Fig. 07» ACB illa curva geUertbhur maxinuun aut minunam superfi» 
cicm, si haec catenaria circa axim AB aut CO rotetur. .81 C-sit origo ceordinataruu) , 
et ponatur CQ = j, PQ = x, erit aequatio catenariae: 

x = b . Log. Ncp. [j + Vtf - *")]• 
Ergo in nostro casu oranes prdinatae j auctae sunt constanti quantitate a. Si igitur a 
puncto C sumatur EC = a, erit nostro casu £ coprdinatarutn. origo; ergo cum in illa 
origine x =" o, et j = o, erit o = c - b Log. Nff. [»+ V(a* - **)i» 
ergo c = * Log. Ncp. [« + 1/C« B - * 4 )] i 1 ,. Jf n5 « " 

hinc justa aequatio erit : , . c • 

*=* i^.A^.[«+v/(« a -* 1 )] — :* xv..jv^.(c«+5)+^[(«4^-; b -*'])j 

•ive x = * X*. JVfr. ( , + ,^ [c . +> y j^J . 

Quantitas b denotat tcnsioncm horizontalciu constuitcm in. ouwibus curvac punctis; hacc 
autcm tcusio cum a catenae pondere pendeat in nostro exemplo indetcrminata manet. 

Quantitas a dcterminatur vel ex data positionc punctoxum A et B , ope aequationum 
ad limitcs, sccuti in anteccdcntibus cxemplis feciraus, vel ex dau catenac longitudinia 
aequatione. Etenim inventa acquatio 

praebet, si s denotet longitudinera illam, 

6 -r/» j i)* -r- t j -3* _ j,rgo -j» - vr (a + J)t _ 3 , 

et cnm longitudo detur = A, erit j = / a*VO+>*) =ypxB+j~/~PJ = A * 

sed ^c^Vj>'-^j = vcc * + ^ ~ 6 * h a *°' vica + yr ~ n = At 

Jam vero si puncta A et B positionc sint data , (si v. c. eorum distantia detur = d, ) 

cum V[c<*+j/ — b*] intc S rari debct «° J = ° » "S1" c ad j _ BD = J </, erit 
inugra longitudo BCA , 

A s a 

(tf) Vid. CrtnJieg. der IFtrkt. dnr J. Blasiiere, fw^rf lur it wtrkcn vm Bossut et 
La Caille, $408. psg. I44. 
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A=aK(«+iO A -*M. 
unde facile habetur vtlor ipsitis «. 

5. Ex hoc cxempJo , cvidcmur apparct , quoraodo aliae ejusdem generis quaestiones 

possunt resohri , et quomodo qnantitas iodeterainau m post curvae genus inventum , in- 

venitur. Plura exempla adferre inutile renseo, quoniam eorum solutiones, semper ca- 

dunt sub reeolutione functionum Integralium iBdetermiaatarum in Cap. I et II tractarum, 

ct de quibus eo loco satis diadmus. 

t i 

.,..«■■ ' , . 

Et jam , v i r i clarissimi! commentatiOni finem imp&nere possum. Absolvi enitn 
quod mibi proposueram. In duas partes meam commentationem distribui : in utriusque 
claboratione fcci quod valui : itaque fore , ut vools placeam ncc frustra concr , etiam atque 
ctiam spero : sin autem in parte prinm felicius elaboravcrim quim in altera , ipsius argu- 
menti OTtura€Tribuatis: hujus enim partis materiam non ejusmodi esse, quae a juvene, a 
tirone , omni perspicuitate et elegantia exponatur et illustretur , ex animo confiteor. 

Cuui vero ncscirem, ui jara supra momii , an haec etiam pars ad quaestioncm proposi- 
tam solvendam, postularetur ; eam tamen meae commentationi adjicere, quam praecer- 
mittere malui.. Nec tamcn , hujus quaraquam inscius , ct bene meae tenuitatis in hac 
theoria conscius, temere fecisse opinor; haud enim immemor Msenitntiae Gceronianae, 
quamhic. symboUinstar, sutacrfbere licear; J ' J • 

Quod est, eo dccet uti: ttd quidquid agas, egere pn tiribus, 

De Seneclute , Cap. IX , initio. 
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. i. lin. a. batavus, 
9. — ss. haec aequatio 
11. — 15. habet, 

»6. — 4. a + ya . *». 
41. — 8. awt noatro Logarkhmi 

41. — »8. etenim ita „ 

41. — »7. soliditatam, 

4». — 29. nt 
43. — 8. nec ne, 

43. — 18. aequales 

46. — 10. rationem 
40. — 9. habeat 

65. — $1. tinneis 

80. — 11. poaitivum 

80. — 12. negativum 
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Ug. BAT AVI , 

— hic valor ipsius j 

— habct; 

— a + Va . 1*; 

— nostro casu Logarithmi sint 

— namque lam 

— solidiutem, 

— ut 

— nec ne; 

— aequalis 

— ratio 

— habet 

— lineis 

— positiva 

— negativa 
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